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ÊÎÍÒÐÎËÜÍÀß ÐÀÁÎÒÀ �4 ïî òåìå:

¾Ôóíêöèè ìíîãèõ ïåðåìåííûõ, êðàòíûå è

êðèâîëèíåéíûå èíòåãðàëû¿

Ïðèìåð 1. Íàéòè è èçîáðàçèòü íà ïëîñêîñòè îáëàñòü îïðå-
äåëåíèÿ ôóíêöèè u = arcsin(y/x).

Ðåøåíèå. Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ äàííîé ôóíêöèè ñîñòîèò èç
òî÷åê ïëîñêîñòè, êîîðäèíàòû x è y êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿþò
íåðàâåíñòâó −1 6 y

x
6 1, ðàâíîñèëüíîìó ñîâîêóïíîñòè
{
x > 0,
−x 6 y 6 x,{
x < 0,
x 6 y 6 −x.

Ïîñòðîèì îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ íà ïëîñêîñòè Oxy. Ïðîâå-
äåì ïðÿìûå y = x è y = −x, îãðàíè÷èâàþùèå èñêîìóþ îá-
ëàñòü. Â ïîëóïëîñêîñòè x > 0 âûáåðåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷-
êó, íàïðèìåð A(1, 0). Òàê êàê åå êîîðäèíàòû x = 1, y = 0
óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâó−x 6 y 6 x, òî óãîë, îáðàçîâàí-
íûé ïðÿìûìè y = x è y = −x, ñîäåðæàùèé ïîëîæèòåëüíóþ
ïîëóîñü Ox, ÿâëÿåòñÿ ãðàôè÷åñêèì èçîáðàæåíèåì ñèñòåìû
íåðàâåíñòâ {

x > 0,
−x 6 y 6 x.

Àíàëîãè÷íî, âûáðàâ â ïîëóïëîñêîñòè x < 0 òî÷êóB(−1, 0),
óáåæäàåìñÿ, ÷òî îíà óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå{

x < 0,
x 6 y 6 −x.

Ñëåäîâàòåëüíî, óãîë, îáðàçîâàííûé ïðÿìûìè y=−x è y =
= x, ñîäåðæàùèé îòðèöàòåëüíóþ ïîëóîñü Ox (áåç òî÷êè O),
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ÿâëÿåòñÿ ãðàôè÷åñêèì èçîáðàæåíèåì ðåøåíèé ïîñëåäíåé
ñèñòåìû íåðàâåíñòâ.

Ïðèìåð 2. Íàéòè äèôôåðåíöèàë âòîðîãî ïîðÿäêà ôóíêöèè
z = 2x3y − 7xy2.

Ðåøåíèå. Ïðèìåíÿÿ ïðàâèëà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ôóíêöèè
îäíîé ïåðåìåííîé, íàéäåì ÷àñòíóþ ïðîèçâîäíóþ ïî x, ðàñ-
ñìàòðèâàÿ y êàê ïîñòîÿííóþ âåëè÷èíó:

∂z

∂x
= 6x2y − 7y2.

Àíàëîãè÷íî, ðàññìàòðèâàÿ x êàê âåëè÷èíó ïîñòîÿííóþ,
íàéäåì ÷àñòíóþ ïðîèçâîäíóþ ïî y:

∂z

∂y
= 2x3 − 14xy.

Äàëåå íàéäåì ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå âòîðîãî ïîðÿäêà:

∂2z

∂x2
=

∂

∂x
(6x2y−7y2) = 12xy,

∂2z

∂y2
= −14x;

∂2z

∂x∂y
=

∂

∂x
(2x3−14xy) = 6x2−14y,

∂2z

∂y∂x
= 6x2−14y.

Ïîäñòàâëÿÿ íàéäåííûå ïðîèçâîäíûå â ôîðìóëó âòîðîãî
äèôôåðåíöèàëà ôóíêöèè z(x, y) â òî÷êå M(x, y)

d2z(M) =
∂2z

∂x2
dx2 + 2

∂2z

∂x∂y
dxdy +

∂2z

∂y2
dy2,

ïîëó÷èì:

d2z(M) = 12xy dx2 + (12x2 − 28y) dxdy − 14x dy2.
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Ïðèìåð 3. Íàïèñàòü óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè ê ýë-
ëèïñîèäó x2+y2/2+z2 = 1, êîòîðàÿ ïàðàëëåëüíà ïëîñêîñòè
x+ y − z = 0.

Ðåøåíèå. Óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè ê ïîâåðõíîñòè,
çàäàííîé óðàâíåíèåì F (x, y, z) = 0, â òî÷êå M0(x0, y0, z0)
èìååò âèä

F
′

x(M0)(x− x0) + F
′

y(M0)(y − y0) + F
′

z(M0)(z − z0) = 0.

Ïóñòü M0(x0, y0, z0) � òî÷êà íà ïîâåðõíîñòè ýëëèïñîèäà, â
êîòîðîé êàñàòåëüíàÿ ïëîñêîñòü ïàðàëëåëüíà ïëîñêîñòè x+
+y − z = 0. Òàê êàê F (x, y, z) = x2 + y2/2 + z2 − 1, òî
F

′
x(M0) = 2x0, F

′
y(M0) = y0, F

′
z(M0) = 2z0, è óðàâíåíèå

êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè ê ïîâåðõíîñòè ýëëèïñîèäà â òî÷êå
M0 èìååò âèä

2x0(x− x0) + y0(y − y0) + 2z0(z − z0) = 0.

Èç óñëîâèÿ ïàðàëëåëüíîñòè ïëîñêîñòåé ñëåäóåò êîëëèíåàð-
íîñòü èõ íîðìàëåé n⃗1(2x0, y0, 2z0) è n⃗2(1, 1,−1) â òî÷êå M0,
òî åñòü

2x0
1

=
y0
1

=
2z0
−1

.

Òàê êàê M0 ëåæèò íà ýëëèïñîèäå, òî x20 + y20/2 + z20 = 1.
Ïîëó÷èëè ñèñòåìó òðåõ óðàâíåíèé ñ òðåìÿ íåèçâåñòíûìè: 2x0 = y0,

2z0 = −y0,
x20 + y20/2 + z20 = 1.

Íàõîäèì åå ðåøåíèÿ M1
0 (1/2, 1,−1/2) è M2

0 (−1/2,−1, 1/2).
Ïîäñòàâëÿÿ êîîðäèíàòû ýòèõ òî÷åê â óðàâíåíèå êàñàòåëü-
íîé ïëîñêîñòè, ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ äâóõ3 èñêîìûõ êàñà-
òåëüíûõ ïëîñêîñòåé, îòâå÷àþùèõ óñëîâèÿì çàäà÷è:

x+ y − z − 2 = 0; x+ y − z + 2 = 0.
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Ïðèìåð 4. Îïðåäåëèòü íàïðàâëåíèå íàèáîëüøåãî ðîñòà ôóíê-
öèè z = x2 + xy + 7 â òî÷êå M0(1; 1).

Ðåøåíèå. Íàïðàâëåíèå íàèáîëüøåãî ðîñòà ôóíêöèè â òî÷-
êå M0 îïðåäåëÿåòñÿ ãðàäèåíòîì ôóíêöèè, âû÷èñëåííûì â
ýòîé òî÷êå, ò. å. âåêòîðîì âèäà

grad z(M0) =
∂z

∂x
(M0)⃗i+

∂z

∂y
(M0)⃗j.

Âû÷èñëèâ ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè z â òî÷êåM0, ïî-
ëó÷èì, ÷òî grad z(M0) = 3⃗i+ j⃗.

1◦ Ëîêàëüíûé ýêñòðåìóì ôóíêöèè. Ïóñòü u = f(x, y) îïðå-
äåëåíà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè M0(x0, y0). Ãîâîðÿò,
÷òî ôóíêöèÿ u = f(x, y) èìååò â òî÷êå M0 ñòðîãèé ëîêàëü-
íûé ìàêñèìóì (ìèíèìóì), åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ îêðåñò-
íîñòü òî÷êè M0, â êîòîðîé ïðè M ̸=M0 âûïîëíÿåòñÿ íåðà-
âåíñòâî f(x, y) < f(x0, y0) (f(x, y) > f(x0, y0)). Ëîêàëüíûé
ìàêñèìóì (ìèíèìóì) íàçûâàþò ëîêàëüíûì ýêñòðåìóìîì
èëè ïðîñòî ýêñòðåìóìîì.

Ïóñòü ôóíêöèÿ u = f(x, y) äèôôåðåíöèðóåìà âM0. Òî÷-
êà M0 íàçûâàåòñÿ ñòàöèîíàðíîé òî÷êîé ôóíêöèè f(x, y),
åñëè ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè ïî ïåðåìåííûì x è y
â M0 ðàâíû íóëþ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â íåêîòîðîé îêðåñò-
íîñòè ñòàöèîíàðíîé òî÷êè M0 ôóíêöèÿ u = f(x, y) èìå-
åò íåïðåðûâíûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå äî âòîðîãî ïîðÿäêà
âêëþ÷èòåëüíî. Ñîñòàâèì ìàòðèöó H âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ
â M0:

H =

(
u′′xx(M0) u′′xy(M0)
u′′xy(M0) u′′yy(M0)

)
.

Îáîçíà÷èì △1 è △2 ñëåäóþùèå ãëàâíûå ìèíîðû 1-ãî è 2-ãî
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ïîðÿäêîâ ñîîòâåòñòâåííî:

△1 = u′′xx(M0), △2 = u′′xx(M0)u
′′
yy(M0)− (u′′xy(M0))

2.

Òîãäà, åñëè:
1. △1 > 0,△2 > 0, òîM0 ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ñòðîãîãî ìèíèìó-
ìà ôóíêöèè u = f(x, y);
2. △1 < 0,△2 > 0, òî M0 ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ñòðîãîãî ìàêñè-
ìóìà ôóíêöèè u = f(x, y);
3. △2 < 0, òî M0 íå ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ýêñòðåìóìà ôóíêöèè
u = f(x, y).
Â äðóãèõ ñëó÷àÿõ òðåáóåòñÿ äîïîëíèòåëüíîå èññëåäîâàíèå.

Ïðèìåð 5. Èññëåäîâàòü ôóíêöèþ z = x4+y4−2x2+4xy−2y2

íà ýêñòðåìóì.

Ðåøåíèå. Ôóíêöèÿ îïðåäåëåíà íà âñåé ïëîñêîñòè. Âû÷èñ-
ëèì ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïî x è y è ïðèðàâíÿåì èõ ê íóëþ:

∂z

∂x
= 4x3 − 4x+ 4y,

∂z

∂y
= 4y3 + 4x− 4y;{

4x3 − 4x+ 4y = 0,
4y3 + 4x− 4y = 0

⇔
{
x3 − x+ y = 0,
y3 + x− y = 0.

Èç ñèñòåìû óðàâíåíèé íàéäåì òðè ñòàöèîíàðíûå òî÷êè:
M1(0, 0), M2(

√
2,−

√
2), M3(−

√
2,
√
2). Íàéäåì ÷àñòíûå ïðî-

èçâîäíûå âòîðîãî ïîðÿäêà:

∂2z

∂x2
= 12x2 − 4;

∂2z

∂x∂y
= 4;

∂2z

∂y2
= 12y2 − 4.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ äîñòàòî÷íûìè óñëîâèÿìè ýêñòðåìóìà íåîá-
õîäèìî âû÷èñëèòü çíà÷åíèÿ a11 = z′′xx, a22 = z′′yy, a12 = z′′xy è
△ = a11a22 − a212 â êàæäîé ñòàöèîíàðíîé òî÷êå.

Â òî÷êå M1(0, 0) ïîëó÷èì: a11 = −4, a22 = −4, a12 = 4,
△ = 0. Â ýòîì ñëó÷àå ñ ïîìîùüþ äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé
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íåëüçÿ îïðåäåëèòü íàëè÷èå ýêñòðåìóìà â òî÷êåM1(0, 0). Çà-
ìåòèì, ÷òî z(0, 0) = 0, íî â ëþáîé îêðåñòíîñòè òî÷êè M1

íàéäóòñÿ êàê òî÷êè, â êîòîðûõ çíà÷åíèÿ ôóíêöèè ïîëîæè-
òåëüíû, òàê è òî÷êè, â êîòîðûõ çíà÷åíèÿ îòðèöàòåëüíû.
Íàïðèìåð,

z = f(x, y)|y=0 = f(x, 0) = x4 − 2x2 = −x2(2− x2) < 0
ïðè ìàëûõ x,

z = f(x, y)|y=x = f(x, x) = 2x4 > 0 ïðè x ̸= 0.

Èòàê, â òî÷êå M1 ôóíêöèÿ íå èìååò ýêñòðåìóìà. Â òî÷-
êå M2(

√
2,−

√
2) èìååì a11 = 20 > 0, a22 = 20, a12 = 4,

△ = 384 > 0. Òàê êàê a11 > 0, △ > 0, òî â òî÷êå M2 ôóíê-
öèÿ z èìååò ñòðîãèé ëîêàëüíûé ìèíèìóì, ðàâíûé −8. Â
òî÷êå M3 èññëåäîâàíèå ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî.

Ïðèìåð 6. Èçìåíèòü ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ â ïîâòîðíîì
èíòåãðàëå

1∫
0

dy

1−y∫
−
√

1−y2

f(x, y) dx.

Èçîáðàçèòü îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ íà ïëîñêîñòè.

Ðåøåíèå. Ïðè êàæäîì y ∈ [0, 1] ïåðåìåííàÿ x ìåíÿåòñÿ îò

x(y) = −
√

1− y2 äî x(y) = 1 − y. Ñëåäîâàòåëüíî, îáëàñòü
èíòåãðèðîâàíèÿ ñâåðõó îãðàíè÷åíà êðèâîé

y(x) =

{ √
1− x2, x ∈ [−1, 0],

1− x, x ∈ (0, 1],

à ñíèçó ïðÿìîé y = 0 è èìååò âèä:
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6

-x

y

'
@

@
y =

√
1− x2 y = 1− x

-1 1

Ïîýòîìó èìååì

1∫
0

dy

1−y∫
−
√

1−y2

f(x, y)dx=

0∫
−1

dx

√
1−x2∫
0

f(x, y)dy +

1∫
0

dx

1−x∫
0

f(x, y)dy.

2◦ Çàìåíà ïåðåìåííûõ â äâîéíîì èíòåãðàëå.

Ïðèìåð 7. Ïåðåõîäÿ ê ïîëÿðíûì êîîðäèíàòàì, âû÷èñëèòü

äâîéíîé èíòåãðàë

∫∫
S

(x2 + y2) dxdy, ãäå îáëàñòü S îãðàíè-

÷åíà îêðóæíîñòüþ x2 + y2 = 2ax.

Ðåøåíèå. Ïîëîæèì x = r cosφ, y = r sinφ. Òîãäà ôîðìóëà
çàìåíû ïåðåìåííûõ â äâîéíîì èíòåãðàëå èìååò âèä:∫∫

S

f(x, y) dxdy =

∫∫
S∗

f(r cosφ, r sinφ)r drdφ.

Çäåñü S∗ � îáðàç îáëàñòè S íà ïëîñêîñòè Orφ. Óðàâíåíèå
îêðóæíîñòè x2 + y2 = 2ax â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ èìååò
âèä r = 2a cosφ. Òàê êàê r > 0, òî φ ∈ [−π/2, π/2]. Òàêèì
îáðàçîì, S∗ � îáëàñòü, îãðàíè÷åííàÿ îñüþ r = 0, êîñèíóñîè-
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äîé r = 2a cosφ íà îòðåçêå φ ∈ [−π/2, π/2]. Ñëåäîâàòåëüíî,

∫∫
S

(x2 + y2) dxdy =

∫∫
S∗

r3 drdφ =

π/2∫
−π/2

dφ

2a cosφ∫
0

r3 dr =

=

π/2∫
−π/2

(
r4

4

∣∣∣2a cosφ
0

)
dφ =

3

2
πa4.

3◦ Âû÷èñëåíèå êðèâîëèíåéíûõ èíòåãðàëîâ. Ïóñòü êóñî÷íî
ãëàäêàÿ êðèâàÿ L çàäàíà íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè Oxy
ïàðàìåòðè÷åñêè óðàâíåíèÿìè x = φ(t), y = ψ(t), t ∈ [α, β],
è îïðåäåëåíà íåïðåðûâíàÿ íà êðèâîé L ôóíêöèÿ f(x, y).
Òîãäà ñóùåñòâóåò êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë ïåðâîãî ðîäà∫
L

f(x, y)dl è ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

∫
L

f(x, y) dl =

β∫
α

f(φ(t), ψ(t))
√
(φ′(t))2 + (ψ′(t))2 dt. (1)

Èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.
1. Åñëè êðèâàÿ L çàäàíà óðàâíåíèåì y = y(x), x ∈ [a, b], è
y(x) èìååò íåïðåðûâíóþ ïðîèçâîäíóþ íà [a, b], òî ñóùåñòâó-
åò êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë ïåðâîãî ðîäà îò f(x, y) âäîëü
L è ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî∫

L

f(x, y) dl =

b∫
a

f(x, y(x))
√
1 + (y′(x))2 dx. (2)

2. Åñëè êðèâàÿ L çàäàíà â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ óðàâíåíè-
åì r = r(φ), φ ∈ [φ1, φ2], è r(φ) èìååò íåïðåðûâíóþ ïðîèç-
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âîäíóþ íà [φ1, φ2], òî ñóùåñòâóåò
∫
L

f(x, y) dl è ñïðàâåäëèâî

ðàâåíñòâî∫
L

f(x, y) dl=

φ2∫
φ1

f(r(φ) cosφ, r(φ) sinφ)
√
r2(φ) + r′2(φ) dφ.

(3)
Äëÿ ãëàäêîé ïðîñòðàíñòâåííîé êðèâîé, çàäàííîé ïàðàìåò-
ðè÷åñêè óðàâíåíèÿìè x = φ(t), y = ψ(t), z = χ(t), t ∈ [α, β],
ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà∫
L

f(x, y, z) dl =

β∫
α

f(x(t), y(t), z(t))
√
φ′2(t) + ψ′2(t) + χ′2(t) dt.

Ïðèìåð 8. Âû÷èñëèòü êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë ïåðâîãî ðî-
äà

∫
L

(x4/3+y4/3) dl, ãäå êðèâàÿ L � àñòðîèäà x2/3+y2/3 = a2/3.

Ðåøåíèå. Ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ àñòðîèäû èìåþò âèä:
x = a cos3 t, y = a sin3 t, t ∈ [0, 2π]. Òàê êàê x′ =−3a cos2 t sin t,
y′ = 3a sin2 t cos t, òî x′2 + y′2 = 9a2 cos2 t sin2 t. Äëÿ âû÷èñ-
ëåíèÿ êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëà ïðèìåíèì ôîðìóëó (1).
Ïîëó÷èì∫
L

(x4/3 + y4/3) dl =

2π∫
0

a4/3(cos4 t+ sin4 t)3a| cos t sin t| dt =

= 12a7/3
π/2∫
0

(cos5 t sin t+ sin5 t cos t) dt =

= 12a7/3
[
−cos6 t

6

∣∣∣π/2
0

+
sin6 t

6

∣∣∣π/2
0

]
= 4a7/3.
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Åñëè êóñî÷íî ãëàäêàÿ êðèâàÿ AB çàäàíà ïàðàìåòðè÷å-
ñêè óðàâíåíèÿìè x = φ(t), y = ψ(t), t ∈ [α, β], à ôóíêöèè
P = P (x, y) è Q = Q(x, y) êóñî÷íî íåïðåðûâíû âäîëü êðè-
âîé AB, òî ñóùåñòâóåò êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë âòîðîãî
ðîäà

∫
AB

P dx+Qdy è ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

∫
AB

Pdx+Qdy=

β∫
α

[P (φ(t), ψ(t))φ′(t)+Q(φ(t), ψ(t))ψ′(t)]dt. (4)

Àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî äëÿ ïðîñòðàíñòâåí-
íîé êðèâîé. Åñëè êðèâàÿ AB çàäàíà óðàâíåíèåì y = y(x),
x ∈ [a, b], è y(x) èìååò êóñî÷íî íåïðåðûâíóþ ïðîèçâîäíóþ
íà [a, b], òî ôîðìóëà (4) ïðèíèìàåò âèä:

∫
AB

P dx+Qdy =

b∫
a

[P (x, y(x)) +Q(x, y(x))y′(x)] dx. (5)

Åñëè AB � çàìêíóòàÿ êðèâàÿ, òî äëÿ íåå ìîæíî óêàçàòü äâà
íàïðàâëåíèÿ îáõîäà îò A ê B. Åñëè îáëàñòü, ëåæàùàÿ âíóò-
ðè êîíòóðà, îñòàåòñÿ ñëåâà ïî îòíîøåíèþ ê äâèæóùåéñÿ
ïî êîíòóðó òî÷êå, òî òàêîå íàïðàâëåíèå îáõîäà êðèâîé íà-
çûâàþò ïîëîæèòåëüíûì, à ïðîòèâîïîëîæíîå åìó � îòðè-
öàòåëüíûì. Êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë âòîðîãî ðîäà ïî çà-

ìêíóòîìó êîíòóðó îáîçíà÷àþò òàê:

∮
P (x, y) dx+Q(x, y) dy.

Ïðèìåð 9. Âû÷èñëèòü êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë âòîðîãî ðî-
äà

∫
AB

(4x + y) dx + (x + 4y) dy, ãäå êðèâàÿ AB çàäàíà óðàâ-

íåíèåì y = x4, A(1, 1), B(−1, 1).

Ðåøåíèå. Âû÷èñëèì èíòåãðàë, ïîëüçóÿñü (5). Ó÷èòûâàÿ,
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÷òî y = x4, dy = 4x3dx è x ìåíÿåòñÿ îò 1 äî −1, ïîëó÷àåì

∫
AB

(4x+y) dx+(x+4y) dy =

−1∫
1

(4x+x4+(x+4x4)4x3) dx = −2.

Ïðèìåð 10. Âû÷èñëèòü ðàáîòó ñèëîâîãî ïîëÿ F⃗ = y⃗i−x⃗j ïðè
ïåðåìåùåíèè ìàòåðèàëüíîé òî÷êè âäîëü âåðõíåé ïîëîâèíû
ýëëèïñà x2/a2+y2/b2 = 1 èç òî÷êè A(a, 0) â òî÷êó B(−a, 0).

Ðåøåíèå. Ðàáîòà ñèëû F⃗ (x, y) = P (x, y)⃗i+Q(x, y)⃗j ïðè ïå-
ðåìåùåíèè ìàòåðèàëüíîé òî÷êè åäèíè÷íîé ìàññû èç òî÷êè
A â òî÷êó B âäîëü êðèâîé AB ðàâíà êðèâîëèíåéíîìó èí-
òåãðàëó âòîðîãî ðîäà∫

AB

P (x, y) dx+Q(x, y) dy. (6)

Ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ âåðõíåé ïîëîâèíû ýëëèïñà ìîæ-
íî çàïèñàòü â âèäå x = a cos t, y = b sin t, t ∈ [0, π]. Òîãäà
dx = −a sin t dt, dy = b cos t dt. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà
(6) âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé (4). Ïîëó÷èì∫
AB

P (x, y) dx+Q(x, y) dy=

∫
AB

y dx− x dy =

π∫
0

[b sin t(−a sin t)−

−a cos t(b cos t)] dt=
π∫

0

(−ab) dt = −πab.

ÂÀÐÈÀÍÒ �1
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1. Íàéòè è èçîáðàçèòü íà ïëîñêîñòè îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ
ôóíêöèè

u =
lnx ln y√
1− 2x− 3y

.

2. Íàéòè âòîðîé äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè z = x sin2 y.
3. Íàïèñàòü óðàâíåíèÿ êàñàòåëüíûõ ïëîñêîñòåé ê ïîâåðõ-
íîñòè x2 + 2y2 − 3z2 + xy + yz − 2xz + 16 = 0 â òî÷êàõ å¼

ïåðåñå÷åíèÿ ñ ïðÿìîé

{
x = 1,

y = 2.

4. Íàéòè ãðàäèåíò ôóíêöèè f = arcsin(z/
√
x2 + y2) â òî÷êå

M0(1, 1, 1).
5. Èññëåäîâàòü ôóíêöèþ z = xy2(12 − x − y), x > 0, y > 0
íà ýêñòðåìóì.
6. Èçìåíèòü ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ â ïîâòîðíîì èíòå-

ãðàëå

0∫
−1

dx

−2x+6∫
−8x2

f(x, y) dy. Èçîáðàçèòü îáëàñòü èíòåãðèðî-

âàíèÿ íà ïëîñêîñòè.
7. Ïåðåõîäÿ ê ïîëÿðíûì êîîðäèíàòàì, âû÷èñëèòü äâîé-

íîé èíòåãðàë

∫∫
S

√
x2 + y2 dxdy, ãäå S � êðóã, îãðàíè÷åííûé

îêðóæíîñòüþ x2 + y2 = 2x.

8. Âû÷èñëèòü êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë ïåðâîãî ðîäà

∫
C

y ds,

ãäå Ñ � ó÷àñòîê ïàðàáîëû y2 = 4x îò òî÷êè O(0, 0) äî òî÷êè
A(1, 2).

9. Âû÷èñëèòü êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë âòîðîãî ðîäà

∫
C

y

x
dx+

+ dy, ãäå Ñ � êðèâàÿ y = ln x, 1 6 x 6 e.
10. Íàéòè ðàáîòó ñèëû F⃗ = y⃗i− x⃗j ïðè ïåðåìåùåíèè âäîëü
ëèíèè L : x2 + y2 = 1, (y > 0), îò M(1, 0) ê N(−1, 0).
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ÂÀÐÈÀÍÒ �2

1. Íàéòè è èçîáðàçèòü íà ïëîñêîñòè îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ
ôóíêöèè

u =
√
3− 2|x| − |y|.

2. Íàéòè âòîðîé äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè z = y lnx.
3.Íà ïîâåðõíîñòè x2+y2+z2−6y+4z = 12 íàéòè òî÷êè, â êî-
òîðûõ êàñàòåëüíàÿ ïëîñêîñòü ïàðàëëåëüíà ïëîñêîñòè Oxy.
4. Íàéòè ãðàäèåíò ôóíêöèè f = 3x4 + y3 + xy â M0(1, 2).
5. Íàéòè ýêñòðåìóìû ôóíêöèè z = 3x2y+y3−12x−15y+3.
6. Èçìåíèòü ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ â ïîâòîðíîì èíòå-

ãðàëå

1∫
0

dy

−8y3∫
−4y−4

f(x, y) dx. Èçîáðàçèòü îáëàñòü èíòåãðèðî-

âàíèÿ íà ïëîñêîñòè.
7. Ïåðåõîäÿ ê ïîëÿðíûì êîîðäèíàòàì, âû÷èñëèòü äâîéíîé

èíòåãðàë

∫∫
S

cos (π
√
x2 + y2) dxdy, ãäå S = {x2 + y2 6 1}.

8. Âû÷èñëèòü êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë ïåðâîãî ðîäà

∫
C

ds

y − x
,

ãäå Ñ � îòðåçîê ñ êîíöàìè (0,−2) è (4, 0).

9. Âû÷èñëèòü êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë âòîðîãî ðîäà

∫
C

x dy−

− y dx, ãäå Ñ � êðèâàÿ y = x3, 0 6 x 6 2.
10. Íàéòè ðàáîòó ñèëû F⃗ = y⃗i− x⃗j ïðè ïåðåìåùåíèè âäîëü
ëèíèè L : x2 + y2 = 2 (y > 0) îò òî÷êè M(

√
2, 0) ê òî÷êå

N(−
√
2, 0).

ÂÀÐÈÀÍÒ �3

1. Íàéòè è èçîáðàçèòü íà ïëîñêîñòè îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ
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ôóíêöèè

u =
1√

y −
√
x
.

2.Íàéòè âòîðîé äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè z = exy âM(1,−1).
3. Íà ïîâåðõíîñòè x2 + y2 − z2 − 2x = 0 íàéòè òî÷êè, â êî-
òîðûõ êàñàòåëüíàÿ ïëîñêîñòü ïàðàëëåëüíà ïëîñêîñòè Oxz.
4. Íàéòè ãðàäèåíò ôóíêöèè f = x2 − 3yz+4 â M0(1, 2,−1).

5. Èññëåäîâàòü íà ýêñòðåìóì ôóíêöèþ z =
x+ y

xy
− xy.

6. Èçìåíèòü ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ â ïîâòîðíîì èíòåãðà-

ëå

1∫
0

dx

4x+4∫
8x3

f(x, y) dy. Èçîáðàçèòü îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ

íà ïëîñêîñòè.

7.Ïåðåõîäÿ ê ïîëÿðíûì êîîðäèíàòàì, âû÷èñëèòü

∫∫
S

xy2 dxdy,

ãäå S = {x2 + y2 < a2, x > 0}.
8. Âû÷èñëèòü êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë ïåðâîãî ðîäà

∫
C

yds,

ïî àðêå öèêëîèäû x = a(t−sin t), y = a(1−cos t), 0 6 t 6 2π.

9. Âû÷èñëèòü êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë âòîðîãî ðîäà

∫
C

2xy dx+

+ x2 dy, ãäå Ñ � äóãà ïàðàáîëû y = x2/4, 0 6 x 6 2.

10. Íàéòè ðàáîòó ñèëû F⃗ = xy⃗i + 2yj⃗ ïðè ïåðåìåùåíèè
âäîëü ëèíèè L : x2+y2 = 1, (x > 0, y > 0), îò òî÷êèM(1, 0)
ê òî÷êå N(0, 1).

ÂÀÐÈÀÍÒ �4

1. Íàéòè è èçîáðàçèòü íà ïëîñêîñòè îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ
ôóíêöèè

u =
√
y sin x.
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2. Íàéòè âòîðîé äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè z = (x/y)ex
2

â
òî÷êå M(0, 1).
3. Íà ïîâåðõíîñòè x2+5y2− z2− 4xz+6x− 20y− 2z− 1 = 0
íàéòè òî÷êè, â êîòîðûõ íîðìàëü ê ïîâåðõíîñòè ïåðïåíäè-
êóëÿðíà ïëîñêîñòè Oxz.
4. Íàéòè ãðàäèåíò ôóíêöèè f = ln(ex + ey + ez) â òî÷êå
M0(0, 0, 0).
5. Èññëåäîâàòü íà ýêñòðåìóì ôóíêöèþ z = (x+ y2)ex/2.
6. Èçìåíèòü ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ â ïîâòîðíîì èíòåãðà-

ëå

0∫
−1

dy

8y3∫
2y−6

f(x, y) dx. Èçîáðàçèòü îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ

íà ïëîñêîñòè.
7. Ïåðåõîäÿ ê ïîëÿðíûì êîîðäèíàòàì, âû÷èñëèòü äâîéíîé

èíòåãðàë

∫∫
S

(x+ y) dxdy, ãäå S = {x2 + y2 6 a2, y− x > 0}.

8. Âû÷èñëèòü êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë ïåðâîãî ðîäà

∫
C

(x+

+y)ds ïî ãðàíèöå òðåóãîëüíèêà ñ âåðøèíàìè â òî÷êàõ (0, 0),
(1, 0), (0, 1).

9. Âû÷èñëèòü êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë âòîðîãî ðîäà

∫
C

(x2−

−2xy) dx+(y2−2xy) dy ïî äóãå ïàðàáîëû y = x2,−1 6 x 6 1.

10. Íàéòè ðàáîòó ñèëû F⃗ = (xy − x)⃗i + x2/2⃗j ïðè ïåðåìå-
ùåíèè âäîëü ëèíèè L : y = 2

√
x (x > 0, y > 0) îò òî÷êè

M(0, 0) ê òî÷êå N(1, 2).

ÂÀÐÈÀÍÒ �5

1. Íàéòè è èçîáðàçèòü íà ïëîñêîñòè îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ
ôóíêöèè

u = ln(x2 + 4y2 − 2x− 3).
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2. Íàéòè ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå âòîðîãî ïîðÿäêà ôóíêöèè
f = x(1 + y2z3) â òî÷êå M0(1, 1, 1).
3. Íàïèñàòü óðàâíåíèÿ êàñàòåëüíûõ ïëîñêîñòåé ê ïîâåðõ-
íîñòè x2 + 2y2 + z2 = 1, êîòîðûå ïàðàëëåëüíû ïëîñêîñòè
x− y + 2z = 0.
4.Íàéòè ãðàäèåíò ôóíêöèè f = sin(yz) â òî÷êåM0(0, π/4, 1).
5. Èññëåäîâàòü íà ýêñòðåìóì ôóíêöèþ z = (x2 − 2y2)ex−y.
6. Èçìåíèòü ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ â ïîâòîðíîì èíòåãðà-

ëå

0∫
−1

dx

8x3∫
4x−4

f(x, y) dy. Èçîáðàçèòü îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ.

7.Ïåðåõîäÿ ê ïîëÿðíûì êîîðäèíàòàì, âû÷èñëèòü

∫∫
S

y dxdy,

ãäå S = {x2 + y2 6 2x, x > y}.

8. Âû÷èñëèòü êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë ïåðâîãî ðîäà

∫
C

x2 ds,

ãäå Ñ � äóãà îêðóæíîñòè x2 + y2 = a2, y > 0.

9. Âû÷èñëèòü êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë âòîðîãî ðîäà

∫
C

(xy−

− y2) dx+ x dy, ãäå Ñ � êðèâàÿ y = 2
√
x, 0 6 x 6 1.

10. Íàéòè ðàáîòó ñèëû F⃗ = −y⃗i + x⃗j ïðè ïåðåìåùåíèè
âäîëü ëèíèè L : y = x3 îò òî÷êè M(0, 0) ê òî÷êå N(2, 8).

ÊÎÍÒÐÎËÜÍÀß ÐÀÁÎÒÀ �5 ïî òåìå:

¾Êîìïëåêñíûå ÷èñëà, ðÿäû, äèôôåðåíöèàëüíûå

óðàâíåíèÿ¿

1◦ Êîìïëåêñíûå ÷èñëà. Êîìïëåêñíûì ÷èñëîì íàçûâàþò
óïîðÿäî÷åííóþ ïàðó z = (x, y) äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë x è
y. Ïåðâîå ÷èñëî ïàðû íàçûâàåòñÿ äåéñòâèòåëüíîé (âåùå-
ñòâåííîé) ÷àñòüþ êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z è îáîçíà÷àåòñÿ
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x = Re z, âòîðîå ÷èñëî ïàðû íàçûâàåòñÿ ìíèìîé ÷àñòüþ è
îáîçíà÷àåòñÿ y = Im z. Äâà êîìïëåêñíûõ ÷èñëà z1 = (x1, y1)
è z2 = (x2, y2) ðàâíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x1 = x2,
y1 = y2.

Êîìïëåêñíîå ÷èñëî z = (x, y) èçîáðàæàåòñÿ íà ïëîñêîñòè
Oxy òî÷êîé ñ êîîðäèíàòàìè (x, y).

Ñóììîé äâóõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë z1 è z2 íàçûâàåòñÿ êîì-
ïëåêñíîå ÷èñëî z1 + z2 = (x1 + x2, y1 + y2).

Ïðîèçâåäåíèåì äâóõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë z1 è z2 íàçûâà-
åòñÿ ÷èñëî z1 · z2 = (x1x2 − y1y2, x1y2 + x2y1).

Äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî x ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê êîì-
ïëåêñíîå ÷èñëî x = (x, 0). Êîìïëåêñíîå ÷èñëî (0, y) ïðè
y ̸= 0 íàçûâàåòñÿ ÷èñòî ìíèìûì è îáîçíà÷àåòñÿ z = iy.
×èñòî ìíèìîå ÷èñëî (0, 1) íàçûâàþò ìíèìîé åäèíèöåé è
îáîçíà÷àþò ñèìâîëîì i. Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ
êîìïëåêñíûõ ÷èñåë i2 = −1. Îíî ïîçâîëÿåò ïðèäàòü ïðÿìîé
àëãåáðàè÷åñêèé ñìûñë òàê íàçûâàåìîé àëãåáðàè÷åñêîé ôîð-
ìå çàïèñè êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z = (x, y) = x+iy è ïðîèçâî-
äèòü îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë
ïî îáû÷íûì ïðàâèëàì àëãåáðû ìíîãî÷ëåíîâ.

Êîìïëåêñíîå ÷èñëî z̄ = x − iy íàçûâàåòñÿ êîìïëåêñíî
ñîïðÿæåííûì ÷èñëó z = x+ iy.

Äåëåíèå äâóõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë îïðåäåëÿåòñÿ êàê äåé-
ñòâèå, îáðàòíîå óìíîæåíèþ, ò. å. z = x + iy íàçûâàåòñÿ
÷àñòíûì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë z1 è z2 ̸= 0, åñëè z1 = z · z2.
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

z1
z2

=
z1 · z̄2
z2 · z̄2

=

(
x1x2 + y1y2
x22 + y22

,
x2y1 − x1y2
x22 + y22

)
.

Òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ôîðìà êîìïëåêñíîãî ÷èñëà. Êîì-
ïëåêñíîå ÷èñëî z = x+ iy îïðåäåëÿåòñÿ óïîðÿäî÷åííîé ïà-
ðîé âåùåñòâåííûõ ÷èñåë (x, y). Ïî ôîðìóëàì x = ρ cosφ,
y = ρ sinφ, ñâÿçûâàþùèì ïîëÿðíûå è ïðÿìîóãîëüíûå êîîð-
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äèíàòû, ïîëó÷èì òðèãîíîìåòðè÷åñêóþ ôîðìó çàïèñè êîì-
ïëåêñíîãî ÷èñëà: z = ρ(cosφ + i sinφ). ×èñëî ρ = |z| íà-
çûâàåòñÿ ìîäóëåì, à ÷èñëî φ = Argz � àðãóìåíòîì êîì-
ïëåêñíîãî ÷èñëà z, ïðè÷åì àðãóìåíò φ îïðåäåëåí ñ òî÷íî-
ñòüþ äî ñëàãàåìîãî 2πn (n ∈ Z), à ìîäóëü èìååò çíà÷åíèå
ρ = |z| =

√
x2 + y2.

Ïóñòü z1 = ρ1(cosφ1 + i sinφ1) è z2 = ρ2(cosφ2 + i sinφ2).
Òîãäà óìíîæåíèå è äåëåíèå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë îïðåäåëÿ-
åòñÿ ïî ôîðìóëàì

z1z2 = ρ1ρ2[cos(φ1 + φ2) + i sin(φ1 + φ2)]; (7)
z1
z2

=
ρ1
ρ2

[cos(φ1 − φ2) + i sin(φ1 − φ2)]. (8)

Äëÿ âîçâåäåíèÿ â ñòåïåíü è èçâëå÷åíèÿ êîðíÿ n-é ñòåïåíè
(n � öåëîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî) ñïðàâåäëèâû ôîðìóëû

zn = ρn(cosnφ+ i sinnφ); (9)

n
√
z = n

√
ρ

(
cos

φ+ 2πk

n
+ i sin

φ+ 2πk

n

)
, (10)

(k = 0, 1, . . . , n− 1).

Ïðèìåð 1. Âû÷èñëèòü (4+i
1−i

)3.

Ðåøåíèå. Âû÷èñëèì ñíà÷àëà ÷àñòíîå 4 + i/1− i, äëÿ ýòîãî
äîìíîæèì ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü äðîáè íà ÷èñëî, ñîïðÿ-
æåííîå ê çíàìåíàòåëþ:(

4 + i

1− i

)3

=

(
(4 + i)(1 + i)

(1− i)(1 + i)

)3

=

(
3 + 5i

2

)3

=
1

8
(33 + 3 · 32 · 5i+

+ 3 · 3 · (5i)2 + (5i)3) =
1

8
(−198 + 10i) = −99

4
+

5

4
i.
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Ïðèìåð 2. Íàéòè òðèãîíîìåòðè÷åñêóþ ôîðìó ÷èñëà z =
=

√
3− i è âû÷èñëèòü z7; íàéòè êîðíè óðàâíåíèÿ w4+z = 0.

Ðåøåíèå. Äëÿ z =
√
3 − i èìååì: x =

√
3, y = −1, ρ =

=
√
x2 + y2 = 2, cosφ = x

ρ
=

√
3
2
, sinφ = y

ρ
= −1

2
. Ýòèì

çíà÷åíèÿì êîñèíóñà è ñèíóñà ñîîòâåòñòâóåò çíà÷åíèå àðãó-
ìåíòà φ = −π

6
. Ñëåäîâàòåëüíî, z = 2(cos(−π

6
)+i sin(−π

6
)) =

= 2(cos π
6
− i sin π

6
).

Ïî ôîðìóëå (9) ïîëó÷èì z7 = 27(cos 7π
6
− i sin 7π

6
) = 128×

× (cos 7π
6
− i sin 7π

6
).

Äëÿ óðàâíåíèÿ w4 = −z èìååì −z = 2(cos 5π
6
+ i sin 5π

6
).

Ñëåäîâàòåëüíî, èñïîëüçóÿ ôîðìóëó (10), ïîëó÷èì w =

= 4
√
−z = 4

√
2(cos 5π/6+2πk

4
+i sin 5π/6+2πk

4
), k = 0, 1, 2, 3. Òàêèì

îáðàçîì, óðàâíåíèå èìååò ðåøåíèÿ

w1 =
4
√
2(cos 5π

24
+ i sin 5π

24
), w2 =

4
√
2(cos 17π

24
+ i sin 17π

24
),

w3 =
4
√
2(cos 29π

24
+ i sin 29π

24
), w4 =

4
√
2(cos 41π

24
+ i sin 41π

24
).

2◦ Ðÿäû. ×èñëîâîé ðÿä

a1 + a2 + . . .+ an + . . . =
∞∑
n=1

an (11)

íàçûâàåòñÿ ñõîäÿùèìñÿ, åñëè ñóùåñòâóåò ïðåäåë åãî ÷à-

ñòè÷íûõ ñóìì Sn =
n∑

k=1

ak. ×èñëî S = lim
n→∞

Sn íàçûâàåòñÿ

ñóììîé ðÿäà. Åñëè ïðåäåëà ÷àñòè÷íûõ ñóìì íå ñóùåñòâó-
åò, òî ÷èñëîâîé ðÿä íàçûâàåòñÿ ðàñõîäÿùèìñÿ.

Íåîáõîäèìîå óñëîâèå ñõîäèìîñòè. Åñëè ðÿä (11) ñõîäèò-
ñÿ, òî åãî îáùèé ÷ëåí ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè n → ∞, ò. å.
lim
n→∞

an = 0.

Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè ðÿäîâ ñ íåîòðèöàòåëüíû-

ìè ÷ëåíàìè.
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Ïðèçíàê ñðàâíåíèÿ. Ïóñòü äàíû äâà ðÿäà ñ íåîòðèöà-

òåëüíûìè ÷ëåíàìè
∞∑
n=1

an è
∞∑
n=1

bn è äëÿ âñåõ n âûïîëíÿåòñÿ

íåðàâåíñòâî an 6 bn. Òîãäà èç ñõîäèìîñòè ðÿäà
∞∑
n=1

bn ñëå-

äóåò ñõîäèìîñòü ðÿäà
∞∑
n=1

an, à èç ðàñõîäèìîñòè ðÿäà
∞∑
n=1

an

ñëåäóåò ñõîäèìîñòü ðÿäà
∞∑
n=1

bn.

Ïðèçíàê Äàëàìáåðà. Ïóñòü äàí ðÿä
∞∑
n=1

an ñ ïîëîæèòåëü-

íûìè ÷ëåíàìè è ñóùåñòâóåò ïðåäåë lim
n→∞

an+1/an = p. Òîãäà:

1) ïðè p < 1 ðÿä ñõîäèòñÿ; 2) ïðè p > 1 ðÿä ðàñõîäèòñÿ.

Ïðèçíàê Êîøè. Ïóñòü äàí ðÿä
∞∑
n=1

an ñ ïîëîæèòåëüíûìè

÷ëåíàìè è ñóùåñòâóåò ïðåäåë lim
n→∞

n
√
an = p. Òîãäà: 1) ïðè

p < 1 ðÿä ñõîäèòñÿ; 2) ïðè p > 1 ðÿä ðàñõîäèòñÿ.
Çàìå÷àíèå. Ïðè p = 1 ðÿä ìîæåò êàê ñõîäèòñÿ, òàê è

ðàñõîäèòñÿ. Â ýòîì ñëó÷àå íåîáõîäèìî äîïîëíèòåëüíîå èñ-
ñëåäîâàíèå ðÿäà ñ ïîìîùüþ äðóãèõ ïðèçíàêîâ.

Çíàêîïåðåìåííûå ðÿäû

Ïðèçíàê Ëåéáíèöà. Åñëè àáñîëþòíûå âåëè÷èíû ÷ëåíîâ
çíàêî÷åðåäóþùåãîñÿ ðÿäà a1−a2+a3−a4+. . .+(−1)n+1an+

. . . =
∞∑
n=1

(−1)n+1an, (an > 0) ìîíîòîííî óáûâàþò: a1 > a2 >

a3 > . . . è îáùèé ÷ëåí ðÿäà ñòðåìèòñÿ ê íóëþ: lim
n→∞

an = 0,
òî ðÿä ñõîäèòñÿ.

Ðÿä ñ ÷ëåíàìè ïðîèçâîëüíûõ çíàêîâ íàçûâàåòñÿ çíàêî-
ïåðåìåííûì.

Çíàêîïåðåìåííûé ðÿä
∞∑
n=1

an íàçûâàåòñÿ óñëîâíî ñõîäÿ-

ùèìñÿ, åñëè ðÿä
∞∑
n=1

an ñõîäèòñÿ, à ðÿä
∞∑
n=1

|an| ðàñõîäèòñÿ,
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è àáñîëþòíî ñõîäÿùèìñÿ, åñëè ðÿä
∞∑
n=1

|an| ñõîäèòñÿ.

Ñòåïåííûå ðÿäû.

Ðÿä âèäà

∞∑
n=1

cn(x− a)n=c0 + c1(x− a) + . . .+ cn(x− a)n + . . . (12)

íàçûâàåòñÿ ñòåïåííûì ðÿäîì, òî÷êà a � öåíòðîì ðàçëî-
æåíèÿ, cn � êîýôôèöèåíòàìè ðÿäà. ×èñëî R íàçûâàåòñÿ
ðàäèóñîì ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà, åñëè ðÿä (12) ñõî-
äèòñÿ ïðè |x − a| < R è ðàñõîäèòñÿ ïðè |x − a| > R. Ïðè
|x − a| = R ðÿä ìîæåò êàê ñõîäèòüñÿ, òàê è ðàñõîäèòüñÿ.
Èíòåðâàë (a − R, a + R) íàçûâàåòñÿ èíòåðâàëîì ñõîäèìî-
ñòè ñòåïåííîãî ðÿäà (12). Ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ìîæåò áûòü
íàéäåí ïî ôîðìóëå

R = lim
n→∞

∣∣∣∣ cncn+1

∣∣∣∣ . (13)

Ñòåïåííîé ðÿä âíóòðè èíòåðâàëà ñõîäèìîñòè ìîæíî ïî÷ëåí-
íî äèôôåðåíöèðîâàòü è èíòåãðèðîâàòü.

Ðÿäîì Ôóðüå îïðåäåëåííîé è èíòåãðèðóåìîé íà [−l, l]
ôóíêöèè f(x) íàçûâàåòñÿ ðÿä âèäà

a0
2

+
∞∑
n=1

an cos
nπx

l
+ bn sin

nπx

l
, (14)

ãäå an = 1
l

l∫
−l

f(x) cos nπx
l
dx, n = 0, 1, 2, . . . ,

bn = 1
l

l∫
−l

f(x) sin nπx
l
dx, n = 0, 1, 2, . . . .

(15)

×èñëà an, bn, îïðåäåëåííûå ôîðìóëàìè (15), (16), íàçûâà-
þòñÿ êîýôôèöèåíòàìè Ôóðüå. Åñëè ôóíêöèÿ, çàäàííàÿ íà



24

ïðîìåæóòêå [0, l] ïðîäîëæåíà ÷åòíûì îáðàçîì íà [−l, 0), òî
bn = 0 è ïîëó÷àåòñÿ ðÿä ïî êîñèíóñàì:

a0
2

+
∞∑
n=1

an cos
nπx

l
.

Åñëè æå ôóíêöèÿ, çàäàííàÿ íà ïðîìåæóòêå [0, l] ïðîäîëæå-
íà íå÷åòíûì îáðàçîì íà [−l, 0), òî an = 0 è ïîëó÷àåòñÿ ðÿä
ïî ñèíóñàì:

∞∑
n=1

bn sin
nπx

l
.

Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè ðÿäà Ôóðüå ôóíêöèè f(x)
ê ýòîé ôóíêöèè ñì., íàïðèìåð, â [12].

Ïðèìåð 3. Íà îòðåçêå [−π, π] ðàçëîæèòü ôóíêöèþ f(x) =
= 2x+ 3 â ðÿä Ôóðüå.

Ðåøåíèå. Èìååì: a0 =
1
π

π∫
−π

f(x)dx = 1
π

π∫
−π

(2x+3)dx = 1
π
(x2+

+3x)|π−π = 6, an = 1
π

π∫
−π

f(x) cosnxdx = 1
π

π∫
−π

(2x+3) cosnxdx =

= 1
π
(2

π∫
−π

x cosnxdx+3
π∫

−π

cosnxdx)= 1
π
(2x
n
sinnx|π−π− 2

n

π∫
−π

sinnxdx+

+ 3
n
sinnx|π−π) =

1
π
(2π
n
sinπn+2π

n
sin πn+ 2

n2 cosnx|π−π+
3
n
sinπn+

+ 3
n
sinπn) = 2

πn2 (cos πn− cos πn) = 0.

bn=
1
π

π∫
−π

f(x) sinnxdx=1
π

π∫
−π

(2x+3) sinnxdx=1
π
(−2x+3

n
cosnx|π−π+

+ 2
n

π∫
−π

cosnxdx)=1
π
(−2π+3

n
cosπn+−2π+3

n
cos(−πn)+ 2

n2 sinnx|π−π=

= − 4π
πn

cosπn = 4(−1)n+1

n
.
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f(x) ∼ 3 +
∞∑
n=1

(−1)n+1 4

n
sinnx.

3◦ Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà.

Óðàâíåíèå âèäà

F (x, y, y′) = 0, (16)

x � íåçàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ, y ÿâëÿåòñÿ èñêîìîé ôóíêöèåé,
y′ � åå ïðîèçâîäíîé, íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíå-
íèåì ïåðâîãî ïîðÿäêà.

Åñëè óðàâíåíèå ìîæíî ðàçðåøèòü îòíîñèòåëüíî y′, òî
îíî ïðèíèìàåò âèä y′ = f(x, y) è íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì
ïåðâîãî ïîðÿäêà, ðàçðåøåííûì îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîäíîé.

Îáùèì ðåøåíèåì äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ïåð-
âîãî ïîðÿäêà íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ y = φ(x,C), êîòîðàÿ
ïðè ëþáîì çíà÷åíèè ïðîèçâîëüíîé ïîñòîÿííîé C ÿâëÿåò-
ñÿ ðåøåíèåì äàííîãî óðàâíåíèÿ. Ðåøåíèÿ, ïîëó÷àþùèåñÿ
èç îáùåãî ðåøåíèÿ y = φ(x,C) ïðè îïðåäåëåííîì çíà÷åíèè
ïðîèçâîëüíîé ïîñòîÿííîé C, íàçûâàþò ÷àñòíûìè. Çàäà÷à
íàõîæäåíèÿ ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ, óäîâëåòâîðÿþùåãî íà÷àëü-
íûì óñëîâèÿì y = y0 ïðè x = x0 íàçûâàåòñÿ çàäà÷åé Êîøè.
Ãðàôèê ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ íàçûâàåò-
ñÿ èíòåãðàëüíîé êðèâîé.

Óðàâíåíèå âèäà

y′ = f(x)g(y), (17)

ãäå f(x) è g(y) � íåïðåðûâíûå ôóíêöèè, íàçûâàåòñÿ äèôôå-
ðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè.
Ïóñòü g(y) ̸= 0, y ∈ (y1, y2). Ïðîâåäåì ôîðìàëüíîå ïðåîáðà-
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çîâàíèå (ðàçäåëåíèå ïåðåìåííûõ):

dy

dx
= f(x) g(y) =⇒ dy

g(y)
= f(x) dx.

Ïåðåõîäèì ê ïåðâîîáðàçíûì:∫
dy

g(y)
=

∫
f(x) dx+ C.

Ïîä ñèìâîëîì
∫
dy/g(y) ïîíèìàåì ïðîèçâîëüíóþ ïåðâîîá-

ðàçíóþ ôóíêöèè 1/g(y) íà èíòåðâàëå J = (y1, y2). Àíàëî-
ãè÷íî

∫
f(x) dx � ïåðâîîáðàçíàÿ f(x) íà I = (x1, x2). Ïðî-

èçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ C îòðàæàåò òîò ôàêò, ÷òî ó ðàññìàò-
ðèâàåìûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé áåñêîíå÷íî ìíîãî
ðåøåíèé. Ïîëó÷åííîå ñîîòíîøåíèå âèäà Φ(x, y, C) = 0 óæå
íå ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûì. Äàëåå ìîæíî èñêàòü ÿâ-
íûå ïðåäñòàâëåíèÿ y = y(x,C) èëè x = x(y, C). Êîíñòàíòà
C êîíêðåòèçèðóåòñÿ íà÷àëüíûìè äàííûìè y(x0) = y0.

Ïîñëå ïîëó÷åíèÿ îáùåãî èíòåãðàëà Φ(x, y, C) = 0 çàäà-
÷à òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ÷èòàåòñÿ âûïîë-
íåííîé, õîòÿ àíàëèç ÿâíîé ñâÿçè ïåðåìåííûõ x, y ìîæåò
îêàçàòüñÿ âåñüìà òðóäîåìêèì.

Åñëè ñóùåñòâóåò y∗ òàêîå, ÷òî g(y∗) = 0, òî y = y∗ ÿâëÿ-
åòñÿ ðåøåíèåì. Â îáëàñòÿõ, ãäå g(y) ̸= 0, ñëåäóåò èñïîëüçî-
âàòü îïèñàííûé âûøå ïðèåì èíòåãðèðîâàíèÿ.

Ïðèìåð 1. Ðåøèòü óðàâíåíèå y′ = 1 + y2. Íàéòè ÷àñòíîå
ðåøåíèå ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè y(0) = 1.

Ðåøåíèå. Ðàçäåëèì ïåðåìåííûå:

dy

dx
= 1 + y2 =⇒ dy

1 + y2
= dx.

Èíòåãðèðóåì:∫
dy

1 + y2
=

∫
dx+ C1 =⇒ arctg y = x+ C, y = tg(x+ C),
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ãäå C � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ. Çàìåòèì, ÷òî ïðè ôèê-
ñèðîâàííîì C ðåøåíèå y = tg(x+C) íå áóäåò ñóùåñòâîâàòü
ïðè âñåõ x. Íàéäåì ÷àñòíîå ðåøåíèå ïðè óñëîâèè y(0) = 1.
Èìååì 1 = tgC, C = π

4
+ πn, n ∈ Z. Â ñèëó ïåðèîäè÷íîñòè

òàíãåíñà ìîæíî ïîëîæèòü n = 0, òàê ÷òî y = tg(x + π
4
).

Ýòî ðåøåíèå ñóùåñòâóåò íà èíòåðâàëå (−3π
4
, π
4
). Íà êîí-

öàõ èíòåðâàëà ðåøåíèå îáðàùàåòñÿ â áåñêîíå÷íîñòü, ò. å.
y → ∞ ïðè x → π

4
è y → −∞ ïðè x → −3π

4
. Ôîðìóëà

y = tg(x + C) äàåò âñå ðåøåíèÿ (äëÿ íà÷àëüíûõ äàííûõ
y(x0) = y0 C = arctg y0−x0), íî êàæäîå ðåøåíèå èìååò ñâîé
èíòåðâàë ñóùåñòâîâàíèÿ.

Óðàâíåíèå âèäà

y′ + p(x)y = f(x), (18)

ãäå p(x) è f(x) � íåïðåðûâíûå ôóíêöèè, íàçûâàåòñÿ ëèíåé-
íûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì ïåðâîãî ïîðÿäêà. Åñëè
f(x) ≡ 0, òî óðàâíåíèå (18) íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíûì óðàâ-
íåíèåì, åñëè æå f(x) ̸≡ 0, òî íåîäíîðîäíûì. Îáùåå ðå-
øåíèå íåîäíîðîäíîãî ëèíåéíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâ-
íåíèÿ ñîñòîèò èç ñóììû ïðîèçâîëüíîãî ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ
íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ è îáùåãî ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþ-
ùåãî åìó îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ.

Ðàññìîòðèì ìåòîä âàðèàöèè ïðîèçâîëüíîé ïîñòîÿííîé
(ìåòîä Ëàãðàíæà). Ðåøèì ñíà÷àëà îäíîðîäíîå óðàâíåíèå
y′ + p(x)y = 0. Ðàçäåëèì ïåðåìåííûå è ïðîèíòåãðèðóåì:

dy

y
= −p(x)dx,

∫
dy

y
= −

∫
p(x) dx+ C2,

ln |y| = −
∫
p(x) dx+ C1, |y| = eC1 · e−

∫
p(x)dx.

Òàêèì îáðàçîì, y = Ce−
∫
p(x)dx, C ̸= 0. Ïðè äåëåíèè íà y

ìîãëè ïîòåðÿòü ðåøåíèå y = 0. Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî y = 0
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åñòü ðåøåíèå. Åãî ìîæíî ïîëó÷èòü, åñëè ïîëîæèòü C = 0.
Ñëåäîâàòåëüíî, ôîðìóëà

y = Ce−
∫
p(x)dx, C ∈ R,

îïèñûâàåò âñå ðåøåíèÿ, à, çíà÷èò, îïðåäåëÿåò îáùåå ðåøå-
íèå ëèíåéíîãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ.

Áóäåì èñêàòü ÷àñòíîå ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ
â âèäå

y = C(x) e−
∫
p(x)dx.

Ïîäñòàâèì y â èñõîäíîå íåîäíîðîäíîå óðàâíåíèå. Òîãäà

dC

dx
= b(x) e

∫
p(x)dx, C(x) = C1 +

∫
f(x) e

∫
p(x)dx dx.

Íåîáõîäèìî îäíî ëþáîå ÷àñòíîå ðåøåíèå. Ïîýòîìó ìîæíî
ïîëîæèòü C1 = 0. Äîáàâëÿÿ ê ïîëó÷åííîìó ÷àñòíîìó ðåøå-
íèþ îáùåå ðåøåíèå îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ, ïîëó÷èì îáùåå
ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ:

y(x) = e−
∫
p(x)dx

[
C +

∫
f(x) e

∫
p(x)dx dx

]
.

Ïðîèçâîëüíàÿ êîíñòàíòà C ∈ R îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî
íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè y(x0) = y0.

Ïðèìåð 4. Ðåøèòü óðàâíåíèå y′ − 2xy = 3x2 − 2x4.

Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì îäíîðîäíîå óðàâíåíèå y′ − 2xy = 0.
Òîãäà

dy

y
= 2xdx, ln |y| =

∫
2x dx+C1, y = Cex

2

, C ̸= 0, C ∈ R

Ðåøåíèå y = 0 ïîëó÷àåòñÿ èç ïîñëåäíåé ôîðìóëû ïðè C =
= 0, ïîýòîìó y = Cex

2
, C ∈ R, � îáùåå ðåøåíèå îäíîðîä-

íîãî óðàâíåíèÿ.
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Ðåøåíèå èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ èùåì â âèäå y = C(x)ex
2
:

C ′(x)ex
2

+ 2xex
2

C(x)− 2xC(x)ex
2

= 3x2 − 2x4,

C ′(x) = e−x2

(3x2 − 2x4),

C(x) =

∫
e−x2

(3x2 − 2x4) dx = x3e−x2

+ C, C ∈ R.

Îêîí÷àòåëüíî, y(x) = (C + x3e−x2
)ex

2
= Cex

2
+ x3.

4◦ Ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà ñ ïîñòîÿííûìè êî-
ýôôèöèåíòàìè.

Îäíîðîäíîå óðàâíåíèå. Óðàâíåíèå âèäà

y′′ + py′ + qy = 0, p, q ∈ R

íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì îäíîðîäíûì ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôè-
öèåíòàìè. Çàïèøåì õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå:

λ2 + pλ+ q = 0. (19)

1) Åñëè êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (19) ðàç-
ëè÷íû (λ1 ̸= λ2) è âåùåñòâåííû (λ1, λ2 ∈ R), òî

y(x) = C1e
λ1x + C2e

λ2x.

Ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå C1, C2 îäíîçíà÷íî îïðåäå-
ëÿþòñÿ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè y(x0) = y0, y

′(x0) = y′0,
ãäå x0, y0, y

′
0 � ïðîèçâîëüíûå ÷èñëà.

2) Åñëè λ1 = λ2 = λ � âåùåñòâåííîå ÷èñëî, òî

y(x) = (C1 + C2x)e
λx.

3) Åñëè λ1 = α + iβ, λ1 = α− iβ � êîìïëåêñíûå, òî

y(x) = eαx(C1 cos βx+ C2 sin βx).
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Íåîäíîðîäíîå óðàâíåíèå. Óðàâíåíèå âèäà

y′′ + py′ + qy = f(x), p, q ∈ R

íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì íåîäíîðîäíûì óðàâíåíèåì ñ ïîñòî-
ÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè. Îáùåå ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî
óðàâíåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ êàê y = y0 + y∗, ãäå y0 � îáùåå
ðåøåíèå îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ, à y∗ � ïðîèçâîëüíîå ÷àñò-
íîå ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ. Âèä ÷àñòíîãî ðåøå-
íèÿ y∗ çàâèñèò îò ñòðóêòóðû ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ, ò. å.
ôóíêöèè f(x). Â ÷àñòíîñòè, åñëè

f(x) = eax(Pn(x) cos bx+Qm(x) sin bx), (20)

ãäå Pn(x), Qm(x) � ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíåé n, m, òî ðåøåíèå
y∗ ñëåäóåò èñêàòü â âèäå

y∗ = xreax(Ms(x) cos bx+Ns(x) sin bx),

ãäå r � êðàòíîñòü êîðíÿ a+ib õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíå-
íèÿ, à Ms(x), Ns(x) � ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíè s = max{m,n},
çàïèñàííûå ñ íåîïðåäåëåííûìè êîýôôèöèåíòàìè. Êîýôôè-
öèåíòû Ms(x), Ns(x) íàõîäÿòñÿ èç òîæäåñòâà, ïîëó÷àåìîãî
ïîñëå ïîäñòàíîâêè y∗ â òàêîì âèäå â óðàâíåíèå.

Ïðèìåð 5. Ðåøèòü óðàâíåíèå y′′ − 7y′ + 6y = sin x.

Ðåøåíèå. Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå k2 − 7k + 6 = 0
èìååò êîðíè k1 = 1, k2 = 6, ïîýòîìó îáùåå ðåøåíèå ñîîò-
âåòñòâóþùåãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ � y0 = C1e

x + C2e
6x.

×àñòíîå ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ íàéäåì â âè-
äå y∗ = A cos x+B sinx, ãäå A è B � íåèçâåñòíûå ïîñòîÿííûå
êîýôôèöèåíòû. Ïîäñòàâëÿÿ y∗ â óðàâíåíèå, ïîëó÷èì:

−A cos x−B sinx+7A sinx−7B cosx+6A cosx+6B sin x = sin x.
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Ïðèðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè cos x è sinx, ïîëó÷èì äâà
óðàâíåíèÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ A è B:{

−A− 7B + 6A = 0,
−B + 7A+ 6B = 1,

îòêóäà A = 7
74
, B = 5

74
.

Òàêèì îáðàçîì, îáùåå ðåøåíèå äàííîãî óðàâíåíèÿ y =
= y0 + y∗ = C1e

x + C2e
6x + 7

74
cos x+ 5

74
sinx.

Óñëîâèÿ ê çàäà÷àì êîíòðîëüíîé ðàáîòû �5

Çàäà÷à 1. Äàíû êîìïëåêñíûå ÷èñëà. Íåîáõîäèìî:
à) âûïîëíèòü äåéñòâèÿ â àëãåáðàè÷åñêîé ôîðìå;
á) íàéòè òðèãîíîìåòðè÷åñêóþ ôîðìó ÷èñëà z è âû÷èñëèòü
z5; íàéòè êîðíè óðàâíåíèÿ w3 + z = 0 è îòìåòèòü èõ íà
êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè.

Çàäà÷à 2. Èññëåäîâàòü ñõîäèìîñòü ðÿäà.

Çàäà÷à 3. Íàéòè îáëàñòü ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà.

Çàäà÷à 4. Ðàçëîæèòü ôóíêöèþ f(x) â ðÿä Ôóðüå â óêàçàí-
íîì èíòåðâàëå. Ïîñòðîèòü ãðàôèê äàííîé ôóíêöèè f(x),
ïðîäîëæåííîé ñ äàííîãî èíòåðâàëà ïåðèîäè÷åñêè íà âñþ
÷èñëîâóþ îñü.
4.1. f(x) = x+ 1 â èíòåðâàëå (−π, π).
4.2. f(x) = x2 + 1 â èíòåðâàëå (−1, 1).
4.3. f(x) = π−x

2
â èíòåðâàëå (−π, π).

4.4. f(x) = |x|+ 1 â èíòåðâàëå (−1, 1).
4.5. f(x) = 2|x| â èíòåðâàëå (−π, π)
4.6. f(x) = x2 â èíòåðâàëå (−π, π).
4.7. f(x) = 10− x â èíòåðâàëå (5, 15).
4.8. f(x) = |x| â èíòåðâàëå (−1, 1).
4.9. f(x) = x+ π

2
â èíòåðâàëå (−π, π).

4.10. f(x) = | sinx| â èíòåðâàëå (−π, π).
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Çàäà÷à 5-6. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâ-
íåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà.

Çàäà÷à 7. Íàéòè ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ,
óäîâëåòâîðÿþùåå çàäàííûì íà÷àëüíûì óñëîâèÿì.

Çàäà÷à 1 Çàäà÷à 2 Çàäà÷à 3

� à) á) z

1.

(
−6 + 2i

1 + 3i

)3

−1
2
−
√
3

2
i

∞∑
n=1

n

n3 + 5

∞∑
n=1

(n+ 3)xn

n(n+ 2)

2.

(
2− 8i

−4− i

)7

−1− i
∞∑
n=1

n2

(3n)!

∞∑
n=1

3nnxn

(n+ 2)2

3.

(
3− i

−2− 6i

)3

1 +
√
3 i

∞∑
n=1

n3

en

∞∑
n=1

5nxn

n(n+ 2)

4.

(
−1 + 4i

2 + 1
2
i

)2 √
2+

√
2 i

∞∑
n=1

5n · n!
nn
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n=1

nn+1xn
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5.

(−1
2
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i
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√
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nn
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2
+ 3

4
i

3
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2n
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10.
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∞∑
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� Çàäà÷à 5 Çàäà÷à 6 Çàäà÷à 7

1. (x+ 1)y
′
+xy=0 xy′ − 2y = 2x4

y
′′−5y′+6y = 2 cos x
y(0) = 3
y′(0) = −1/2

2. y
′√
1−x2=1 + y2 xy′ + y = ex

y
′′ − 3y′ + 2y = e4x

y(0) = 1/5
y′(0) = 0

3. y ln y+xy′=0 xy′+y−x−1=0

y
′′ − 2y′ + y = 6e−x

y(0) = 5/2
y′(0) = 0

4. y′ cos x ln y = y y′+2xy=xe−x2

y
′′−3y′−4y=17 sin x
y(0) = 4
y′(0) = 0
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5. (3+ex)yy′=ex xy′+y=x3

y
′′−3y′+2y=24e−2x

y(0) = 0
y′(0) = 4

6. y′
√
1 + y2 = x2

y
y′ + xy = x3y3

y
′′ − 2y′ + y = 32e5x

y(0) = 0
y′(0) = 2

7. xyy′ = 1+x2

1−y2
y′x+y = −xy2

y
′′+2y′−8y=16x+4
y(0) = 2
y′(0) = 6

8. (1+y2)xdx+(1+
+x2)dy = 0

y′+2y=e3x

y
′′+3y′−10y=xe−2x

y(0) = 0
y′(0) = 0

9. 2x2yy′ + y2 = 2 xy′ = ex + xy

y
′′ − 4y′ + 5y = xe2x

y(0) = −1
y′(0) = 0

10. y − xy′ = 3(1 +
+x2y′)

x(x−1)y′+y3 =
= xy

y
′′−4y′+4y=3x− x2

y(0) = 3
y′(0) = 4/3

ÊÎÍÒÐÎËÜÍÀß ÐÀÁÎÒÀ �6 ïî òåìå:

¾Ýëåìåíòû òåîðèè âåðîÿòíîñòåé è ìàòåìàòè÷åñêîé

ñòàòèñòèêè¿

1◦ Êëàññè÷åñêîå îïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòè. Ïóñòü ìíîæå-
ñòâî ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ Ω = {ω1, . . . , ωN} ñëó÷àéíîãî
ýêñïåðèìåíòà êîíå÷íî, à ñàìè èñõîäû ðàâíîâîçìîæíû. Òî-
ãäà äëÿ âû÷èñëåíèÿ âåðîÿòíîñòè ñëó÷àéíîãî ñîáûòèÿ A
ìîæíî èñïîëüçîâàòü êëàññè÷åñêîå îïðåäåëåíèå âåðîÿòíî-
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ñòè, ñîãëàñíî êîòîðîìó

P(A) =
M

N
, (21)

ãäå M � ÷èñëî èñõîäîâ, áëàãîïðèÿòñòâóþùèõ ñîáûòèþ A,
à N � îáùåå ÷èñëî ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ. Äëÿ ïîäñ÷åòà
÷èñåë M è N ÷àñòî èñïîëüçóþò ôîðìóëû êîìáèíàòîðèêè.
Ñõåìà âûáîðà, ïðèâîäÿùàÿ ê ñî÷åòàíèÿì. Åñëè îïûò ñîñòî-
èò â âûáîðå m ýëåìåíòîâ áåç âîçâðàùåíèÿ è áåç óïîðÿäî÷è-
âàíèÿ èç ìíîæåñòâà, ñîäåðæàùåãî n ýëåìåíòîâ, òî ðàçëè÷-
íûìè èñõîäàìè ñëåäóåò ñ÷èòàòü m-ýëåìåíòíûå ïîäìíîæå-
ñòâà èñõîäíîãî ìíîæåñòâà, èìåþùèå ðàçëè÷íûé ñîñòàâ. Èõ
íàçûâàþò ñî÷åòàíèÿìè èç n ýëåìåíòîâ ïî m ýëåìåíòîâ,
à èõ îáùåå ÷èñëî îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

Cm
n =

n!

m!(n−m)!
=
n(n− 1) . . . (n−m+ 1)

m!
. (22)

Ïðèìåð 1. Ìíîæåñòâî E ñîäåðæèò 10 ïåðâûõ áóêâ ðóññêîãî
àëôàâèòà. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñðåäè òðåõ ñëó÷àé-
íî âûáðàííûõ áóêâ îêàæåòñÿ ¾à¿?

Ðåøåíèå. Ýëåìåíòàðíûì èñõîäîì â äàííîì ýêñïåðèìåíòå
ÿâëÿåòñÿ ñîâîêóïíîñòü òðåõ áóêâ. ×èñëî âñåõ èñõîäîâ ðàâ-
íî ÷èñëó òðåõýëåìåíòíûõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà E, ò. å.
÷èñëó ñî÷åòàíèé èç äåñÿòè ýëåìåíòîâ ïî òðè:

N = C3
10 =

10 · 9 · 8
1 · 2 · 3

= 120.

Ñîáûòèå A = {ñðåäè ñëó÷àéíî âûáðàííûõ òðåõ áóêâ ñî-
äåðæèòñÿ ¾a¿}. ×èñëî ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà A ðàâíî ÷èñëó
âñåõ âîçìîæíûõ ñïîñîáîâ âûáðàòü äâå áóêâû èç äåâÿòè, ò. å.
C2

9 . Ñîãëàñíî ôîðìóëå (21)

P(A) =
M

N
=

C2
9

C3
10

=
36

120
= 0, 3.



36

Ñõåìà âûáîðà, ïðèâîäÿùàÿ ê ðàçìåùåíèÿì. Åñëè îïûò ñî-
ñòîèò â âûáîðå m ýëåìåíòîâ èç ìíîæåñòâà, ñîäåðæàùåãî n
ýëåìåíòîâ, áåç âîçâðàùåíèÿ, íî ñ óïîðÿäî÷èâàíèåì, òî ðàç-
ëè÷íûå èñõîäû � m-ýëåìåíòíûå óïîðÿäî÷åííûå ïîäìíî-
æåñòâà èñõîäíîãî ìíîæåñòâà, îòëè÷àþùèåñÿ ëèáî íàáîðîì
ýëåìåíòîâ, ëèáî ïîðÿäêîì èõ ñëåäîâàíèÿ. Îíè íàçûâàþò-
ñÿ ðàçìåùåíèÿìè èç n ýëåìåíòîâ ïî m ýëåìåíòàì, à èõ
îáùåå ÷èñëî îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

Am
n =

n!

(n−m)!
= n(n− 1) . . . (n−m+ 1). (23)

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå n = m îïûò ôàêòè÷åñêè ñîñòîèò â ïðî-
èçâîëüíîì óïîðÿäî÷èâàíèè ìíîæåñòâà E, ò. å. ñâîäèòñÿ ê
ñëó÷àéíîé ïåðåñòàíîâêå ýëåìåíòîâ âñåãî ìíîæåñòâà. Ïðè
ýòîì An

n = n!.

Ïðèìåð 2. Èç óðíû, ñîäåðæàùåé n ïåðåíóìåðîâàííûõ øà-
ðîâ, íàóãàä âûíèìàþò îäèí çà äðóãèì âñå íàõîäÿùèåñÿ â
íåé øàðû. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî íîìåðà âûíóòûõ
øàðîâ áóäóò èäòè ïî ïîðÿäêó: 1, 2, . . . , n.

Ðåøåíèå. Èñõîäîì ÿâëÿåòñÿ óïîðÿäî÷åííûé íàáîð n ÷èñåë.
Îáùåå ÷èñëî èñõîäîâ N ðàâíî n!. Ñîáûòèå A = {íîìåðà
âûíóòûõ øàðîâ èäóò ïî ïîðÿäêó: 1, 2, . . . , n.}. Ñîáûòèþ A
áëàãîïðèÿòñòâóåò îäèí èñõîä. Ïî ôîðìóëå (21)

P(A) =
M

N
=

1

n!
.

Ñõåìà âûáîðà, ïðèâîäÿùàÿ ê ðàçìåùåíèÿì ñ ïîâòîðåíèÿ-
ìè. Åñëè âûáîð m ýëåìåíòîâ èç E = {e1, e2, . . . , en} ïðîèç-
âîäèòñÿ ñ âîçâðàùåíèåì è ñ óïîðÿäî÷èâàíèåì, òî ðàçëè÷-
íûìè èñõîäàìè áóäóò âñåâîçìîæíûå m-ýëåìåíòíûå íàáîðû
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(âîîáùå ãîâîðÿ, ñ ïîâòîðåíèÿìè), îòëè÷àþùèåñÿ ëèáî ñî-
ñòàâîì ýëåìåíòîâ, ëèáî èõ ïîðÿäêîì. Íàïðèìåð, ïðè m = 4
ìíîæåñòâà ω1 = {e1, e1, e2, e1} è ω2 = {e2, e1, e1, e1} � ðàç-
ëè÷íûå èñõîäû. Îáùåå ÷èñëî òàêèõ èñõîäîâ îïðåäåëÿåòñÿ
ôîðìóëîé N = nm.

Ïðèìåð 3. Îïûò ñîñòîèò â ÷åòûðåõêðàòíîì âûáîðå ñ âîçâðà-
ùåíèåì îäíîé èç áóêâ ¾à¿, ¾á¿, ¾ê¿, ¾î¿, ¾ì¿ è âûêëàäûâà-
íèè ñëîâà â ïîðÿäêå ïîñòóïëåíèÿ áóêâ. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü
âûëîæèòü ñëîâî ¾ìàìà¿?

Ðåøåíèå. Îáùåå ÷èñëî èñõîäîâ ðàâíî ÷èñëó ðàçìåùåíèé ñ
ïîâòîðåíèÿìè èç ïÿòè ýëåìåíòîâ ïî ÷åòûðå, ò. å. 54. Ñëîâó
¾ìàìà¿ ñîîòâåòñòâóåò ëèøü îäèí âîçìîæíûé èñõîä. Ïîýòî-
ìó

P(A) =
M

N
=

1

54
.

2◦ Ôîðìóëû ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ âåðîÿòíîñòåé.Ñóììîé
äâóõ ñîáûòèé A è B íàçûâàåòñÿ ñîáûòèå C, ñîñòîÿùåå â
îñóùåñòâëåíèè õîòÿ áû îäíîãî èç ñîáûòèé A èëè B. Ïðî-
èçâåäåíèåì äâóõ ñîáûòèé A è B íàçûâàåòñÿ ñîáûòèå C,
ñîñòîÿùåå â ñîâìåñòíîì îñóùåñòâëåíèè ñîáûòèÿ A è ñîáû-
òèÿ B.

Âåðîÿòíîñòü ñóììû äâóõ íåñîâìåñòíûõ ñîáûòèé ðàâíà
ñóììå âåðîÿòíîñòåé ýòèõ ñîáûòèé:

P(A+B) = P(A) + P(B). (24)

Â ñëó÷àå, êîãäà ñîáûòèÿ A è B ñîâìåñòíû, âåðîÿòíîñòü èõ
ñóììû âûðàæàåòñÿ ôîðìóëîé

P(A+B) = P(A) + P(B)− P(A ·B),

ãäå A ·B � ïðîèçâåäåíèå ñîáûòèé A è B.
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Ñîáûòèÿ A è B íàçûâàþòñÿ íåçàâèñèìûìè, åñëè ïîÿâëå-
íèå îäíîãî èç íèõ íå ìåíÿåò âåðîÿòíîñòè ïîÿâëåíèÿ äðóãî-
ãî. Äëÿ íåçàâèñèìûõ ñîáûòèé A è B P(A ·B) = P(A)P(B).

Ñîáûòèå Ā íàçûâàåòñÿ ïðîòèâîïîëîæíûì ñîáûòèþ A,
åñëè îíî ñîñòîèò â íåïîÿâëåíèè ñîáûòèÿ A. Ñóììà âåðîÿò-
íîñòåé ïðîòèâîïîëîæíûõ ñîáûòèé ðàâíà åäèíèöå:

P(A) + P(Ā) = 1.

Ïðèìåð 4. Ïî öåëè îäíîâðåìåííî ïðîèçâîäèòñÿ n âûñòðå-
ëîâ. Êàæäûé âûñòðåë íåçàâèñèìî îò äðóãèõ ïîðàæàåò öåëü
ñ âåðîÿòíîñòüþ p. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïîñëå n âû-
ñòðåëîâ öåëü áóäåò ïîðàæåíà.

Ðåøåíèå. Ïóñòü ñîáûòèå A ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïîñëå n âû-
ñòðåëîâ öåëü ïîðàæåíà, ñîáûòèå Ai � öåëü ïîðàæåíà ïðè
i-îì âûñòðåëå. Òîãäà ñîáûòèå Āi (öåëü ïðè i-îì âûñòðåëå
íå ïîðàæåíà) èìååò âåðîÿòíîñòü P(Āi) = 1− p. Òàê êàê Ai,
i = 1, . . . , n � íåçàâèñèìûå ñîáûòèÿ, òî Āi òîæå íåçàâèñèìû
è P(Ā) = P(Ā1 · . . . · Ān) = P(Ā1) · . . . · P(Ān) = (1 − p)n.
Òîãäà P(A) = 1− P(Ā) = 1− (1− p)n.

3◦ Èñïûòàíèÿ Áåðíóëëè. Íåçàâèñèìûå îäèíàêîâûå èñïû-
òàíèÿ, â êàæäîì èç êîòîðûõ ñîáûòèå A ïðîèñõîäèò ñ âåðî-
ÿòíîñòüþ p, íàçûâàþòñÿ èñïûòàíèÿìè Áåðíóëëè. Âåðîÿò-
íîñòü Pn,m òîãî, ÷òî â n èñïûòàíèÿõ Áåðíóëëè ñîáûòèå A
ïðîèçîéäåò ðîâíî m ðàç, âûðàæàåòñÿ ôîðìóëîé

Pn,m = Cm
n p

m(1− p)n−m .

Ïðèìåð 5. Ïðèáîð ñîñòîèò èç 10 óçëîâ. Íàäåæíîñòü (âåðîÿò-
íîñòü áåçîòêàçíîé ðàáîòû â òå÷åíèå âðåìåíè t) äëÿ êàæäîãî
óçëà ðàâíà p. Óçëû âûõîäÿò èç ñòðîÿ íåçàâèñèìî äðóã îò
äðóãà. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî çà âðåìÿ t: à) îòêàæåò
õîòÿ áû îäèí óçåë; á) îòêàæåò ðîâíî îäèí óçåë; â) îòêàæóò
ðîâíî äâà óçëà; ã) îòêàæåò íå ìåíåå äâóõ óçëîâ.
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Ðåøåíèå. à) Ïóñòü ñîáûòèå B ñîñòîèò â òîì, ÷òî çà âðåìÿ
t îòêàæåò õîòÿ áû îäèí óçåë. Òîãäà ñîáûòèå B̄ çàêëþ÷à-
åòñÿ â áåçîòêàçíîé ðàáîòå âñåõ óçëîâ. Èñïûòàíèÿ óçëîâ íà
íàäåæíîñòü îáðàçóþò èñïûòàíèÿ Áåðíóëëè, ñëåäîâàòåëüíî,
P(B̄) = C10

10p
10(1 − p)10−10 = p10. Òîãäà P(B) = 1 − P(B̄) =

= 1− p10.
á) Êàæäûé óçåë îòêàçûâàåò ñ âåðîÿòíîñòüþ q = 1−p. Âåðî-
ÿòíîñòü òîãî, ÷òî îòêàæåò ðîâíî îäèí óçåë èç äåñÿòè, ðàâíà
C1

10q
1(1− q)10−1 = 10(1− p)p9.

â) Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî îòêàæóò ðîâíî äâà óçëà èç äåñÿòè,
ðàâíà C2

10q
2(1− q)10−2 = 45(1− p)2p8.

ã) Ñîáûòèå ¾îòêàç íå ìåíåå äâóõ óçëîâ¿ ÿâëÿåòñÿ ïðîòè-
âîïîëîæíûì ñîáûòèþ ¾âñå óçëû ðàáîòàþò áåçîòêàçíî èëè
îòêàçàë ðîâíî îäèí óçåë¿. Òàê êàê ñîáûòèÿ ¾îòêàçàë ðîâíî
îäèí óçåë¿ è ¾âñå óçëû ðàáîòàþò áåçîòêàçíî¿ íåñîâìåñò-
íû, òî ñîãëàñíî ôîðìóëå (24) ñîáûòèå ¾âñå óçëû ðàáîòàþò
áåçîòêàçíî èëè îòêàçàë ðîâíî îäèí óçåë¿ ïðîèñõîäèò ñ âå-
ðîÿòíîñòüþ C1

10q
1(1− q)10−1 + p10 = 10(1− p)p9 + p10. Òîãäà

âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ ¾îòêàç íå ìåíåå äâóõ óçëîâ¿ ðàâíà
1− 10(1− p)p9 − p10.

4◦ Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû. Çàêîíû ðàñïðåäåëåíèÿ. ×èñëî-

âûå õàðàêòåðèñòèêè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Ðÿäîì ðàñïðåäåëå-
íèÿ äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X íàçûâàåòñÿ òàáëè-
öà, ãäå ïåðå÷èñëåíû âîçìîæíûå ðàçëè÷íûå çíà÷åíèÿ ñëó-
÷àéíîé âåëè÷èíû x1, . . . , xn ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè èì âåðî-
ÿòíîñòÿìè p1, . . . , pn:

xi : x1 x2 . . . xn

pi : p1 p2 . . . pn
,

ãäå pi = P(X = xi),
n∑

i=1

pi = 1.
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Ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X íàçû-
âàåòñÿ ôóíêöèÿ F (x), çíà÷åíèå êîòîðîé â òî÷êå x ðàâíî
âåðîÿòíîñòè òîãî, ÷òî X < x: F (x) = P (X < x). Äëÿ äèñ-
êðåòíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ åñòü
ðàçðûâíàÿ ñòóïåí÷àòàÿ ôóíêöèÿ, íåïðåðûâíàÿ ñëåâà. Åñ-
ëè ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ íåïðåðûâíà íà âåùåñòâåííîé
îñè è èìååò â êàæäîé òî÷êå ïðîèçâîäíóþ, ñëó÷àéíàÿ âå-
ëè÷èíà íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé. Ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëå-
íèÿ íåïðåðûâíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû íàçûâàåòñÿ ôóíê-
öèÿ f(x) = F ′(x). Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ íåîòðèöàòåëü-
íà, f(x) > 0, è

∞∫
−∞

f(x) dx = 1. (25)

Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ïëîòíîñòü ôîð-
ìóëîé

F (x) =

x∫
−∞

f(x) dx. (26)

Âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû íà ïðîìåæó-
òîê [α, β] âûðàæàåòñÿ ôîðìóëîé

P(α 6 X 6 β) = F (β)− F (α).

Äëÿ íåïðåðûâíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ýòî ìîæíî çàïèñàòü
â âèäå:

P(α < X < β) =

β∫
α

f(x) dx.
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Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëàì:

MX=
n∑

i=1

xipi�äëÿ äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû,(27)

MX=

∞∫
−∞

xf(x)dx�äëÿ íåïðåðûâíîé âåëè÷èíû. (28)

Äèñïåðñèÿ âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëàì:

DX =
n∑

i=1

(xi −MX)2pi�äëÿ äèñêðåòíîé âåëè÷èíû, (29)

DX=

∞∫
−∞

(x−MX)2f(x)dx�äëÿ íåïðåðûâíîé âåëè÷èíû.(30)

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ ôîðìóëà äëÿ âû÷èñëåíèÿ äèñ-
ïåðñèè:

DX =MX2 − (MX)2. (31)

Ñðåäíèì êâàäðàòè÷åñêèì îòêëîíåíèåì ñëó÷àéíîé âåëè÷è-
íû X íàçûâàåòñÿ σX =

√
DX.

Íåïðåðûâíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X ðàñïðåäåëåíà ïî
íîðìàëüíîìó çàêîíó ñ ïàðàìåòðàìè m, σ, åñëè åå ïëîò-
íîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ðàâíà

f(x) =
1

σ
√
2π
e−

(x−m)2

2σ2 .

Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, ðàñïðåäå-
ëåííîé ïî íîðìàëüíîìó çàêîíó ñ ïàðàìåòðàìè m, σ, ðàâíî
MX = m, à äèñïåðñèÿ � DX = σ2. Âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ
â èíòåðâàë (α, β) âûðàæàåòñÿ ôîðìóëîé

P(α < X < β) = Φ

(
β −m

σ

)
− Φ

(
α−m

σ

)
, (32)
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ãäå Φ(x) = 1√
2π

x∫
0

e−
t2

2 dt � ôóíêöèÿ Ëàïëàñà, çíà÷åíèÿ êî-

òîðîé çàòàáóëèðîâàíû. Ôóíêöèÿ Ëàïëàñà îáëàäàåò ñëåäó-
þùèìè ñâîéñòâàìè: 1) Φ(0) = 0; 2) Φ(+∞) = 1/2; 3)
Φ(−x) = −Φ(x) (ïîýòîìó â òàáëèöå ïðèâîäÿò çíà÷åíèÿ Φ(x)
òîëüêî äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ çíà÷åíèé x).

Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåííàÿ ñ ïàðà-
ìåòðàìèm, σ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà îòêëîíèòñÿ îòm ìåíüøå,
÷åì íà δ, ðàâíà

P(|X −m| < δ) = 2Φ

(
δ

σ

)
. (33)

Ïðèìåð 6. Äâà ñòðåëêà ñòðåëÿþò êàæäûé ïî ñâîåé ìèøåíè,
äåëàÿ íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà ïî îäíîìó âûñòðåëó. Âåðî-
ÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ â ìèøåíü äëÿ ïåðâîãî ñòðåëêà p1, äëÿ
âòîðîãî p2. Ðàññìàòðèâàþòñÿ äâå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû: X1

� ÷èñëî ïîïàäàíèé ïåðâîãî ñòðåëêà; X2 � ÷èñëî ïîïàäàíèé
âòîðîãî ñòðåëêà è èõ ðàçíîñòü Z = X1−X2. Ïîñòðîèòü ðÿä
ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Z è íàéòè åå õàðàêòå-
ðèñòèêè MZ è DZ.

Ðåøåíèå. Òðè âîçìîæíûõ çíà÷åíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû
Z: −1, 0, +1.

P(Z = −1) = P(X1 = 0)P(X2 = +1) = q1p2;

P(Z = 0) = P(X1 = 0)P(X2 = 0) + P(X1 = 1)P(X2 = 1) =

= q1q2 + p1p2;

P(Z = 1) = P(X1 = 1)P(X2 = 0) = p1q2,

ãäå q1 = 1− p1, q2 = 1− p2.

Ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ:
zi -1 0 1

pi q1p2 q1q2 + p1p2 p1q2
;
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MZ = (−1)q1p2 + 0(q1q2 + p1p2) + 1(p1q2) = p1 − p2.
Äëÿ âû÷èñëåíèÿ DZ âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé (31).

MZ2=(−1)2q1p2 + 02(q1q2 + p1p2) + 12p1q2=q1p2 + p1q2=

= p1 + p2−2p1p2; DZ =MZ2 − (MZ)2 = p1 + p2 − 2p1p2−
− (p1 − p2)

2 = p1q1 + p2q2.

Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Z èìååò âèä:

F (z) =


0, z ∈ (−∞,−1],

q1p2, z ∈ (−1, 0],

q1p2 + q1q2 + p1p2, z ∈ (0, 1],

q1p2 + q1q2 + p1p2 + p1q2 = 1, z ∈ (1,∞).

Ïðèìåð 7. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X ðàñïðåäåëåíà ïî íîð-
ìàëüíîìó çàêîíó. Èçâåñòíî,÷òî DX = 4 è P(X < 1) = 0, 5.
Íàéòè P(X > 0).

Ðåøåíèå. Òàê êàê DX = 4, òî σ = 2. Ïî ôîðìóëå (32)
ïîëó÷èì

P(X > 0) = P(0 < X < +∞)=Φ

(
+∞−m

σ

)
− Φ

(
0−m

σ

)
=

= Φ(+∞) + Φ
(m
2

)
.

Íàéäåì ïàðàìåòð m. Ïî óñëîâèþ çàäà÷è

P(X < 1) = P(−∞ < X < 1) = Φ

(
1−m

σ

)
− Φ

(
−∞−m

σ

)
=

= Φ

(
1−m

2

)
− Φ (−∞) = Φ

(
1−m

2

)
+ 0, 5,
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îòêóäà

Φ

(
1−m

2

)
+0, 5 = 0, 5 ⇒ Φ

(
1−m

2

)
= 0 ⇒ 1−m

2
= 0 ⇒ m = 1.

Îêîí÷àòåëüíî íàõîäèì

P(X > 0) = Φ (+∞) + Φ
(m
2

)
=

= 0, 5 + Φ(0, 5) = 0, 5 + 0, 191462 = 0, 691462.

Ïðèìåð 8. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X ðàñïðåäåëåíà ïî íîð-
ìàëüíîìó çàêîíó ñ ïàðàìåòðàìè m = 16 è σ = 2. Íàéòè
ãðàíèöû, â êîòîðûõ ñ âåðîÿòíîñòüþ 0, 95 ñëåäóåò îæèäàòü
çíà÷åíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû.

Ðåøåíèå. Ïî ôîðìóëå (33) èìååì

P(|X −m| < δ) = 2Φ

(
δ

σ

)
⇒ 2Φ

(
δ

σ

)
= 0, 95 ⇒ Φ

(
δ

2

)
=

= 0, 475 ⇒ δ

2
= 1, 96 ⇒ δ = 3, 92.

Íàéäåì ãðàíèöû èíòåðâàëà: |X −m| < δ ⇒ |X − 16| <
< 3, 92 ⇒ −3, 92 < X−16 < 3, 92 ⇒ 12, 08 < X < 19, 92.

Ïðèìåð 9. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X çàäàíà ïëîòíîñòüþ ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ

f(x) =

{
0, |x| > π/2
A cos2 x, |x| 6 π/2.

Îïðåäåëèòü ïàðàìåòð A, ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ F (x),
MX, DX, σX .
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Ðåøåíèå. Íàéäåì ïàðàìåòð A èç óñëîâèÿ (25) :

∞∫
−∞

f(x) dx =

π/2∫
−π/2

A cos2 x = A

π/2∫
−π/2

1 + cos 2x

2
dx = A

π

2
= 1.

Ñëåäîâàòåëüíî, A = 2/π. Äëÿ íàõîæäåíèÿ ôóíêöèè ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé (26). Òîãäà

F (x) =



0, x ∈
(
−∞,−π

2

]
,

2

π

x∫
−π

2

cos2 x dx =
x

π
+

1

2
+

sin 2x

2π
, x ∈

(
−π
2
,
π

2

]
,

1, x ∈
(π
2
,+∞

)
.

Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèåMX, äèñïåðñèþ DX íåïðåðûâ-
íîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X íàäî èñêàòü ïî ôîðìóëàì (28),

(30), ñðåäíåå êâàäðàòè÷åñêîå îòêëîíåíèå σX =
√
DX.

5◦ Ýëåìåíòû ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè. Âûáîðêîé îáúå-
ìà n èç ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè ñ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëå-
íèÿ FX(x) íàçûâàåòñÿ ñîâîêóïíîñòü x1, x2, . . . , xn íàáëþäà-
åìûõ çíà÷åíèé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X, ñîîòâåòñòâóþùèõ
n íåçàâèñèìûì ïîâòîðåíèÿì ñëó÷àéíîãî ýêñïåðèìåíòà. Âà-
ðèàöèîííûì ðÿäîì âûáîðêè x1, x2, . . . , xn íàçûâàåòñÿ ñïî-
ñîá åå çàïèñè, ïðè êîòîðîì ýëåìåíòû óïîðÿäî÷èâàþòñÿ ïî
âåëè÷èíå, ò. å. çàïèñûâàþòñÿ â âèäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
x(1), x(2), . . . , x(n), ãäå x(1) 6 x(2) 6 . . . 6 x(n). Ïóñòü ñðåäè
ýëåìåíòîâ âûáîðêè x1, x2, . . . , xn âûäåëåíû m < n èõ ðàç-
ëè÷íûõ çíà÷åíèé, ðàñïîëîæåííûõ â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ.
Îáîçíà÷èì èõ z(1), z(2), . . . , z(m). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êàæäîå

èç íèõ ïîâòîðÿåòñÿ n1, . . . , nm ðàç,
m∑
i=1

ni = n. ×èñëî ni
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íàçûâàåòñÿ ÷àñòîòîé, à îòíîøåíèå ni/n � îòíîñèòåëüíîé
÷àñòîòîé çíà÷åíèÿ z(i), i = 1,m. Òàáëèöó âèäà

z(1) z(2) . . . z(m)

n1 n2 . . . nm

íàçûâàþò ñòàòèñòè÷åñêèì ðÿäîì âûáîðêè x1, x2, . . . , xn.
Ïóñòü n(x)� ÷èñëî ýëåìåíòîâ â âûáîðêå x1, . . . , xn, ìåíü-

øèõ x, x ∈ R. Ôóíêöèþ Fn(x) = n(x)/n íàçûâàþò âûáîðî÷-
íîé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ. Ôóíêöèÿ Fn(x) ÿâëÿåòñÿ ñòà-
òèñòè÷åñêèì àíàëîãîì ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ F (x) ñëó-
÷àéíîé âåëè÷èíû X. Åå ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå:

Fn(x) =


0, x 6 z(1),
ni

n
, z(i) < x 6 z(i+1), i = 1,m− 1,

1, x > z(m).

Åñëè âûáîðêà ïîëó÷åíà èç íåïðåðûâíîé ãåíåðàëüíîé ñîâî-
êóïíîñòè X, à îáúåì åå áîëüøîé, (n > 50), òî ñòàòèñòè÷å-
ñêèå äàííûå óäîáíî ïðåäñòàâëÿòü ñ ïîìîùüþ ãèñòîãðàììû
è ïîëèãîíà ÷àñòîò. Â ýòîì ñëó÷àå îáëàñòü çíà÷åíèé íàáëþ-
äàåìîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ðàçáèâàþò íà ðàâíûå èíòåð-
âàëû, äëÿ äàííîé âûáîðêè x1, . . . , xn ïîäñ÷èòûâàþò ÷èñëî
ýëåìåíòîâ xi, ïîïàâøèõ â ñîîòâåòñòâóþùèå èíòåðâàëû (ãî-
âîðÿò, ÷òî äàííûå ãðóïïèðóþòñÿ), è íà êàæäîì èíòåðâàëå,
êàê íà îñíîâàíèè, ñòðîÿò ïðÿìîóãîëüíèê ñ âûñîòîé ni/nh,
ãäå h � äëèíà èíòåðâàëà, ni � ÷èñëî âûáîðî÷íûõ òî÷åê
â äàííîì èíòåðâàëå. Ïîëó÷àåìóþ ïðè ýòîì ôèãóðó è íà-
çûâàþò ãèñòîãðàììîé. Êîëè÷åñòâî èíòåðâàëîâ âûáèðàþò
ïðèáëèçèòåëüíî ðàâíûì log2 n + 1. Âåðõíþþ ãðàíèöó ãè-
ñòîãðàììû ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñòàòèñòè÷åñêèé àíà-
ëîã ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ íàáëþäàåìîé ñëó÷àéíîé âå-
ëè÷èíû. Äðóãèì àíàëîãîì ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ÿâëÿ-
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åòñÿ ïîëèãîí ÷àñòîò. Åñëè ïîñòðîåíà ãèñòîãðàììà, òî îð-
äèíàòû, ñîîòâåòñòâóþùèå ñðåäíèì òî÷êàì èíòåðâàëîâ, ïî-
ñëåäîâàòåëüíî ñîåäèíÿþò îòðåçêàìè ïðÿìûõ. Ïîñòðîåííûé
êóñî÷íî-ëèíåéíûé ãðàôèê íàçûâàåòñÿ ïîëèãîíîì ÷àñòîò.

Âûáîðî÷íîé îöåíêîé ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ñëó-
÷àéíîé âåëè÷èíû ÿâëÿåòñÿ âûáîðî÷íîå ñðåäíåå

x̄ =
1

n

n∑
i=1

xi, (34)

à äèñïåðñèè � âûáîðî÷íàÿ äèñïåðñèÿ

S2 =
1

n

n∑
i=1

(xi − x̄)2 =
1

n

n∑
i=1

x2i − x̄2. (35)

Åñëè ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå m ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíî-
ñòè èçâåñòíî, òî â (35) âìåñòî x̄ èñïîëüçóþò m. Âûáîðî÷-
íàÿ äèñïåðñèÿ S2 ÿâëÿåòñÿ ñìåùåííîé îöåíêîé DX, ò. å.
MS2 ̸= DX. Íåñìåùåííóþ îöåíêó äèñïåðñèè ñëåäóåò èñ-
êàòü ïî ôîðìóëå

S̄2 =
1

n− 1

n∑
i=1

(xi − x̄)2 =
1

n− 1
(

n∑
i=1

x2i − nx̄2). (36)

Îöåíêîé ìîäû (âûáîðî÷íîé ìîäîé) óíèìîäàëüíîãî (îäíî-
âåðøèííîãî) ðàñïðåäåëåíèÿ íàçûâàåòñÿ ýëåìåíò âûáîðêè
d̄X , âñòðå÷àþùèéñÿ ñ íàèáîëüøåé ÷àñòîòîé. Îöåíêîé ìåäè-
àíû (âûáîðî÷íîé ìåäèàíîé) íàçûâàåòñÿ ÷èñëî h̄X , êîòîðîå
äåëèò âàðèàöèîííûé ðÿä íà äâå ÷àñòè, ñîäåðæàùèå ðàâíîå
÷èñëî ýëåìåíòîâ. Åñëè n = 2k + 1, òî h̄X = x(k+1), åñëè
n = 2k, òî h̄X = 1/2(x(k) + x(k+1)).

Äîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëû äëÿ ïàðàìåòðîâ íîðìàëüíîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ.

1) Äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë äëÿ m ïðè èçâåñòíîì σ:

x̄− uα/2
σ√
n
6 m 6 x̄+ uα/2

σ√
n
. (37)
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Äîâåðèòåëüíàÿ âåðîÿòíîñòü ðàâíà 1− α, uα/2 îïðåäåëÿåòñÿ
èç óñëîâèÿ Φ(uα/2) = (1− α)/2, Φ(x) � ôóíêöèÿ Ëàïëàñà.

2) Äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë äëÿ m ïðè íåèçâåñòíîì σ:

x̄− tα/2(n− 1)
s̄√
n
6 m 6 x̄+ tα/2(n− 1)

s̄√
n
. (38)

Äîâåðèòåëüíàÿ âåðîÿòíîñòü ðàâíà 1−α, s̄ =
√
S̄2, tα/2(n−1)

ÿâëÿåòñÿ 1 − α/2 êâàíòèëüþ ðàñïðåäåëåíèÿ Ñòüþäåíòà ñ
n − 1 ñòåïåíüþ ñâîáîäû, ò. å. êîðíåì óðàâíåíèÿ Sn−1(t) =
= 1 − α/2. Çíà÷åíèÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ Ñòüþäåíòà
Sn(t) ñ n ñòåïåíÿìè ñâîáîäû çàòàáóëèðîâàíû.

Ðåãðåññèÿ Y íà X.
Äëÿ äâóõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí Y è X ðåãðåññèåé Y íà X

íàçûâàåòñÿ óñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå M[Y |X =
= x] = φ(x). Ãðàôèê ýòîé ôóíêöèè íàçûâàåòñÿ êðèâîé
ðåãðåññèè. Ôóíêöèÿ ðåãðåññèè ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ
ïðåäñêàçàíèÿ çíà÷åíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Y ïî ôèêñèðî-
âàííîìó çíà÷åíèþ x ñëó÷àéíîé âåëè÷èíûX. ÅñëèM[Y |X =
= x] = β0 + β1x, òî ãîâîðÿò î ëèíåéíîé ðåãðåññèè Y íà X.
Ïðÿìàÿ y = β0 + β1x íàçûâàåòñÿ ïðÿìîé ðåãðåññèè. Ïî âû-
áîðêå (xi, yi) ìîæíî ïîëó÷èòü îöåíêè ïàðàìåòðîâ β0 è β1:

β̄1 = r
s̄y
s̄x
, β̄0 = ȳ − β̄1x̄ (39)

Çäåñü s̄x =
√
S̄2
x, s̄y =

√
S̄2
y (ñì. (36)), r íàçûâàþò âûáîðî÷-

íûì êîýôôèöèåíòîì êîððåëÿöèè è âû÷èñëÿþò ïî ôîðìóëå

r =

n∑
i=1

(xi − x̄)(yi − ȳ)√
n∑

i=1

(xi − x̄)2
n∑

i=1

(yi − ȳ)2
(40)

Âûáîðêè áîëüøîãî îáúåìà ñ ïîâòîðÿþùèìèñÿ íàáëþäåíè-
ÿìè ïðåäñòàâëÿþò â âèäå êîððåëÿöèîííîé òàáëèöû. Ïóñòü
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ñðåäè çíà÷åíèé xi m ðàçëè÷íûõ, à ñðåäè yi l ðàçëè÷íûõ,
÷èñëî ïàð (xi, yj) ðàâíî nij, i = 1,m, j = 1, l,

∑
i,j nij = n.

Êîððåëÿöèîííàÿ òàáëèöà èìååò âèä:

Y X nY

x1 x2 . . . . . . . . . xm

y1 n11 n21 . . . . . . . . . nm1

m∑
i=1

ni1

y2 n12 n22 . . . . . . . . . nm2

m∑
i=1

ni2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

yl n1l n2l . . . . . . . . . nml

m∑
i=1

nil

nX

l∑
j=1

n1j

l∑
j=1

n2j . . . . . . . . .
l∑

j=1

nmj n

Ïðèìåð 9. Ïî êîððåëÿöèîííîé òàáëèöå íàéòè âûáîðî÷íîå

óðàâíåíèå y − ȳ = r
s̄y
s̄x

(x− x̄) ïðÿìîé ðåãðåññèé Y íà X.

Y X nY

11 16 21 26 31 36
10 4 1 5
20 2 2 6 10
30 6 3 40 2 51
40 10 1 2 6 19
50 4 8 3 15
nX 12 10 6 46 17 9 n = 100

Ðåøåíèå. Íàéäåì âûáîðî÷íûå ñðåäíèå x̄, ȳ.

x̄=(11·12 + 16·10 + 21·6 + 26·46 + 31·17 + 36·9)/100=24, 65,
ȳ=(10 ·5 + 20 ·10 + 30 ·51 + 40 ·19 + 50 ·15)/100=33, 41.
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Âû÷èñëèì
m∑
i=1

nxi
(xi − x̄)2,

l∑
j=1

nyj(yj − ȳ)2:

m∑
i=1

nxi
(xi − x̄)2 =

m∑
i=1

nxi
x2i − nx̄2 = 112 · 12 + 162 · 10 + 212×

× 6 + 262 · 46 + 312 · 17 + 362 · 9− 100 · 24, 652 = 65755−
− 100 · 24, 652 = 4992, 75,
l∑

j=1

nyj(yj − ȳ)2 =
l∑

j=1

nyjy
2
j − nȳ2 = 102 · 5 + 202 · 10 + 302×

× 51 + 402 · 19 + 502 · 15− 100 · 33, 412 = 6679, 19.

Òîãäà√√√√ n∑
i=1

(xi − x̄)2
n∑

i=1

(yi − ȳ)2 =
√
4992, 75 · 6679, 19 ≈ 5774, 73,

n∑
i=1

(xi − x̄)(yi − ȳ)=
m∑
i=1

l∑
j=1

nij(xi − x̄)(yj − ȳ)=
m∑
i=1

l∑
j=1

nijxiyj−

− nx̄ȳ = 11(2 · 20 + 10 · 40) + 16(4 · 10 + 6 · 30) + 21(2 · 20+
+ 3 · 301 · 40) + 26(40 · 30 + 2 · 40 + 4 · 50) + 31(1 · 10 + 2 · 30+
+ 6 · 40 + 8 · 50) + 36(6 · 20 + 3 · 50)− 100 · 24, 65 · 33, 41 =

= 82140− 82355, 65 = −215, 65

Ïî ôîðìóëå (40) íàéäåì âûáîðî÷íûé êîýôôèöèåíò êîððå-
ëÿöèè r:

r = −215, 65/5774, 73 ≈ −0, 037.

Äàëåå, s̄y/s̄x =

√
m∑
i=1

nxi
(xi − x̄)2/

l∑
j=1

nyj(yj − ȳ)2 =
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=
√

6679, 19/4992, 75 ≈ 1, 16, ñëåäîâàòåëüíî, óðàâíåíèå ðå-
ãðåññèè èìååò âèä:

y−33, 41 = −0, 37·1, 16(x−24, 65) èëè y−33, 41 = −0, 43(x−24, 65).

ÂÀÐÈÀÍÒ �1

Çàäà÷à 1. Íàáèðàÿ íîìåð òåëåôîíà, àáîíåíò çàáûë ïîñëåä-
íèå òðè öèôðû, è ïîìíÿ ëèøü, ÷òî ýòè öèôðû ðàçëè÷íû,
íàáðàë èõ íàóäà÷ó. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî àáîíåíò
íàáðàë íóæíûå öèôðû.

Çàäà÷à 2. Âåðîÿòíîñòü íàñòóïëåíèÿ ñîáûòèÿ A õîòÿ áû 1
ðàç ïðè òðåõ èñïûòàíèÿõ ðàâíà 0,936. Íàéòè âåðîÿòíîñòü
íàñòóïëåíèÿ ñîáûòèÿ A ïðè îäíîì èñïûòàíèè.

Çàäà÷à 3. Äàí ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X:

xi 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

pi 0,1 0,1 0,1 0,1 0,1 0,1 0,1 0,1 0,1 0,1

Íàéòè P (X < 2), P (X > 9), P (2 6 X 6 9). Íàéòè MX,
DX, σX . Ïîñòðîèòü ãðàôèê ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïî-
ñòðîèòü ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ è íàéòè MY , DY äëÿ ñëó÷àé-
íîé âåëè÷èíû Y = 2X + 3.

Çàäà÷à 4. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî áàñêåòáîëèñò ïðè áðîñêå
ïîïàäàåò â êîðçèíó, ðàâíà 0,1. Îïðåäåëèòü âåðîÿòíîñòü òî-
ãî, ÷òî ñäåëàâ 7 áðîñêîâ, îí 4 ðàçà ïîïàäåò.

Çàäà÷à 5. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X çàäàíà ïëîòíîñòüþ ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ

f(x) =

{
0, x 6 1
A

x5
, x > 1.
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Îïðåäåëèòü: 1) ïàðàìåòð A; 2) ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ
F (x); 3) MX, DX, σX . Ïîñòðîèòü ãðàôèêè f(x) è F (x).

Çàäà÷à 6. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X ðàñïðåäåëåíà ïî íîðìàëü-
íîìó çàêîíó ñ ïàðàìåòðàìè m = 11 è σ = 3. Íàéòè: 1) âåðî-
ÿòíîñòü òîãî, ÷òî X ïðèìåò çíà÷åíèå, ïðèíàäëåæàùåå èí-
òåðâàëó (17, 26); 2) âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî |X −m| îêàæåòñÿ
ìåíüøå, ÷åì 12.

Çàäà÷à 7. Äàíà âûáîðêà îáúåìà n èç íîðìàëüíîé ãåíå-
ðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè X. Òðåáóåòñÿ: 1) ïîñòðîèòü âàðè-
àöèîííûé ðÿä; 2) ïîñòðîèòü ãèñòîãðàììó è ïîëèãîí ÷à-
ñòîò; 3) ïîñòðîèòü ãðàôèê âûáîðî÷íîé ôóíêöèè ðàñïðåäå-
ëåíèÿ; 4) íàéòè âûáîðî÷íîå ñðåäíåå, âûáîðî÷íóþ äèñïåð-
ñèþ, íåñìåùåííóþ âûáîðî÷íóþ îöåíêó äèñïåðñèè, âûáî-
ðî÷íóþ ìîäó, âûáîðî÷íóþ ìåäèàíó; 5) íàéòè äîâåðèòåëü-
íûé èíòåðâàë äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ.

13 8 12 11 12 12 12 12 12 11,
10 10 12 12 13 12 13 11 13 9,
11 11 11 12 13 13 12 10 10 12,
13 13 15 11 13 10 10 13 14 11,
11 14 13 13 13 13 14 14 13 15.

Çàäà÷à 8. Ïî êîððåëÿöèîííîé òàáëèöå íàéòè âûáîðî÷íîå
óðàâíåíèå y − ȳ = r s̄y

s̄x
(x− x̄) ïðÿìîé ðåãðåññèé Y íà X.

Y X nY

4 9 14 19 24 29
10 2 3 5
20 7 3 10
30 2 50 2 54
40 1 10 6 17
50 4 7 3 14
nX 2 10 6 64 15 3 n = 100
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ÂÀÐÈÀÍÒ �2

Çàäà÷à 1. Â ãðóïïå 12 ñòóäåíòîâ, ñðåäè íèõ 8 îòëè÷íèêîâ.
Ïî ñïèñêó íàóäà÷ó îòîáðàíû 9 ñòóäåíòîâ. Íàéòè âåðîÿò-
íîñòü òîãî, ÷òî ñðåäè îòîáðàííûõ ñòóäåíòîâ 5 îòëè÷íèêîâ.

Çàäà÷à 2. Âåðîÿòíîñòü ïîðàæåíèÿ öåëè õîòÿ áû 1 ïóëåé ïðè
4 íåçàâèñèìûõ âûñòðåëàõ ðàâíà 0,59. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü
ïîðàæåíèÿ öåëè ïðè 1 âûñòðåëå?

Çàäà÷à 3.Äàí ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X:

xi 1 2 3 4 5 6

pi 0,1 0,15 0,25 0,25 0,15 0,1

Íàéòè P (X < 2), P (X > 5), P (2 6 X 6 5). Íàéòè MX,
DX, σX . Ïîñòðîèòü ãðàôèê ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïî-
ñòðîèòü ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ è íàéòè MY , DY äëÿ ñëó÷àé-
íîé âåëè÷èíû Y = 2X + 2.

Çàäà÷à 4. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî áàñêåòáîëèñò ïðè áðîñêå
ïîïàäåò â êîðçèíó, ðàâíà 0,2. Îïðåäåëèòü âåðîÿòíîñòü òîãî,
÷òî ñäåëàâ 8 áðîñêîâ, îí 3 ðàçà ïîïàäåò.

Çàäà÷à 5. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X çàäàíà ïëîòíîñòüþ ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ

f(x) =

{
0, |x| > π

2
A cos x, |x| < π

2
.

Îïðåäåëèòü: 1) ïàðàìåòð A; 2) ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ
F (x); 3) MX, DX, σX . Ïîñòðîèòü ãðàôèêè f(x) è F (x).

Çàäà÷à 6. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X ðàñïðåäåëåíà ïî íîðìàëü-
íîìó çàêîíó ñ ïàðàìåòðàìè m = 12 è σ = 5. Íàéòè: 1) âåðî-
ÿòíîñòü òîãî, ÷òî X ïðèìåò çíà÷åíèå, ïðèíàäëåæàùåå èí-
òåðâàëó (17, 22); 2) âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî |X −m| îêàæåòñÿ
ìåíüøå, ÷åì 15.
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Çàäà÷à 7. Äàíà âûáîðêà îáúåìà n èç íîðìàëüíîé ãåíå-
ðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè X. Òðåáóåòñÿ: 1) ïîñòðîèòü âàðè-
àöèîííûé ðÿä; 2) ïîñòðîèòü ãèñòîãðàììó è ïîëèãîí ÷à-
ñòîò; 3) ïîñòðîèòü ãðàôèê âûáîðî÷íîé ôóíêöèè ðàñïðåäå-
ëåíèÿ; 4) íàéòè âûáîðî÷íîå ñðåäíåå, âûáîðî÷íóþ äèñïåð-
ñèþ, íåñìåùåííóþ âûáîðî÷íóþ îöåíêó äèñïåðñèè, âûáî-
ðî÷íóþ ìîäó, âûáîðî÷íóþ ìåäèàíó; 5) íàéòè äîâåðèòåëü-
íûé èíòåðâàë äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ.

17 15 18 20 17 22 18 21 14 18,
20 22 16 20 19 22 19 14 18 15,
15 21 17 18 15 22 18 13 16 20,
19 25 18 19 17 17 20 20 21 16,
19 18 21 19 20 19 19 18 17 18.

Çàäà÷à 8. Ïî êîððåëÿöèîííîé òàáëèöå íàéòè âûáîðî÷íîå
óðàâíåíèå y − ȳ = r s̄y

s̄x
(x− x̄) ïðÿìîé ðåãðåññèé Y íà X.

Y X nY

10 15 20 25 30 35
30 2 6 8
40 4 4 8
50 7 35 8 50
60 2 10 8 20
70 5 6 3 14
nX 2 10 13 50 22 3 n = 100

ÂÀÐÈÀÍÒ �3

Çàäà÷à 1. Áðîñàþò 4 èãðàëüíûå êîñòè. Íàéòè âåðîÿòíîñòü
òîãî, ÷òî íà âñåõ âûïàäåò îäèíàêîâîå ÷èñëî î÷êîâ.

Çàäà÷à 2. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî íàóäà÷ó âçÿòàÿ äåòàëü íåñòàí-
äàðòíàÿ, ðàâíà 0,1. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî,÷òî ñðåäè âçÿ-
òûõ íàóäà÷ó 5 äåòàëåé íå áîëåå 2 íåñòàíäàðòíûõ.
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Çàäà÷à 3. Äàí ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X:

xi 1 2 3 4 5 6 7 8

pi 1/8 1/8 1/8 1/8 1/8 1/8 1/8 1/8

Íàéòè P (X < 2), P (X > 7), P (2 6 X 6 7). Íàéòè MX,
DX, σX . Ïîñòðîèòü ãðàôèê ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïî-
ñòðîèòü ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ è íàéòè MY , DY äëÿ ñëó÷àé-
íîé âåëè÷èíû Y = 3X + 1.

Çàäà÷à 4. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî áàñêåòáîëèñò ïðè áðîñêå
ïîïàäàåò â êîðçèíó, ðàâíà 0,1. Îïðåäåëèòü âåðîÿòíîñòü òî-
ãî, ÷òî ñäåëàâ 6 áðîñêîâ, îí 4 ðàçà ïîïàäåò.

Çàäà÷à 5. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X çàäàíà ïëîòíîñòüþ ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ

f(x) =

{
0, x 6 2
A

x4
, x > 2.

Îïðåäåëèòü: 1) ïàðàìåòð A; 2) ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ
F (x); 3) MX, DX, σX . Ïîñòðîèòü ãðàôèêè ôóíêöèé f(x)
è F (x).

Çàäà÷à 6. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X ðàñïðåäåëåíà ïî íîðìàëü-
íîìó çàêîíó ñ ïàðàìåòðàìè m = 13 è σ = 4. Íàéòè: 1) âåðî-
ÿòíîñòü òîãî, ÷òî X ïðèìåò çíà÷åíèå, ïðèíàäëåæàùåå èí-
òåðâàëó (15, 17); 2) âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî |X −m| îêàæåòñÿ
ìåíüøå, ÷åì 6.

Çàäà÷à 7. Äàíà âûáîðêà îáúåìà n èç íîðìàëüíîé ãåíå-
ðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè X. Òðåáóåòñÿ: 1) ïîñòðîèòü âàðè-
àöèîííûé ðÿä; 2) ïîñòðîèòü ãèñòîãðàììó è ïîëèãîí ÷à-
ñòîò; 3) ïîñòðîèòü ãðàôèê âûáîðî÷íîé ôóíêöèè ðàñïðåäå-
ëåíèÿ; 4) íàéòè âûáîðî÷íîå ñðåäíåå, âûáîðî÷íóþ äèñïåð-
ñèþ, íåñìåùåííóþ âûáîðî÷íóþ îöåíêó äèñïåðñèè, âûáî-
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ðî÷íóþ ìîäó, âûáîðî÷íóþ ìåäèàíó; 5) íàéòè äîâåðèòåëü-
íûé èíòåðâàë äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ.

19 19 20 21 21 21 19 24 22 22,
23 22 21 20 23 20 22 21 19 21,
22 17 25 22 23 18 21 22 20 22,
21 25 20 20 23 16 21 24 19 19,
17 21 21 24 19 17 22 22 21 24.

Çàäà÷à 8. Ïî êîððåëÿöèîííîé òàáëèöå íàéòè âûáîðî÷íîå
óðàâíåíèå y − ȳ = r s̄y

s̄x
(x− x̄) ïðÿìîé ðåãðåññèé Y íà X.

Y X nY

15 20 25 30 35 40
5 4 2 6
10 6 4 10
15 6 45 2 53
20 2 8 6 16
25 4 7 4 15
nX 4 8 12 57 15 4 n = 100

ÂÀÐÈÀÍÒ �4

Çàäà÷à 1. Â ïàðòèè èç 10 èçäåëèé èìååòñÿ 4 áðàêîâàííûõ.
Íàóãàä âûáèðàþò 5 èçäåëèé. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî
ñðåäè ýòèõ 5 èçäåëèé îêàæåòñÿ 3 áðàêîâàííûõ.

Çàäà÷à 2. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî òåëåâèçîð ïîòðåáóåò ðåìîí-
òà â òå÷åíèå ãàðàíòèéíîãî ñðîêà, ðàâíà 0,2. Íàéòè âåðîÿò-
íîñòü òîãî,÷òî â òå÷åíèå ãàðàíòèéíîãî ñðîêà èç 6 òåëåâèçî-
ðîâ à) íå áîëåå îäíîãî ïîòðåáóåò ðåìîíòà; á) õîòÿ áû 1 íå
ïîòðåáóåò ðåìîíòà.

Çàäà÷à 3. Äàí ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X:
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xi 1 3 5 7 9 11

pi 0,1 0,15 0,25 0,25 0,15 0,1

Íàéòè P (X < 2), P (X > 10), P (3 6 X 6 9). Íàéòè
MX, DX, σX . Ïîñòðîèòü ãðàôèê ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ.
Ïîñòðîèòü ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ è íàéòè MY , DY äëÿ ñëó-
÷àéíîé âåëè÷èíû Y = 5X + 3.

Çàäà÷à 4. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî áàñêåòáîëèñò ïðè áðîñêå
ïîïàäàåò â êîðçèíó, ðàâíà 0,1. Îïðåäåëèòü âåðîÿòíîñòü òî-
ãî, ÷òî ñäåëàâ 7 áðîñêîâ, îí 3 ðàçà ïîïàäåò.

Çàäà÷à 5. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X çàäàíà ïëîòíîñòüþ ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ

f(x) =

{
0, x 6 0
Axe−x, x > 0.

Îïðåäåëèòü: 1) ïàðàìåòð A; 2) ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ
F (x); 3) MX, DX, σX . Ïîñòðîèòü ãðàôèêè f(x) è F (x).

Çàäà÷à 6. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X ðàñïðåäåëåíà ïî íîðìàëü-
íîìó çàêîíó ñ ïàðàìåòðàìè m = 14 è σ = 4. Íàéòè: 1) âåðî-
ÿòíîñòü òîãî, ÷òî X ïðèìåò çíà÷åíèå, ïðèíàäëåæàùåå èí-
òåðâàëó (18, 34); 2) âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî |X −m| îêàæåòñÿ
ìåíüøå, ÷åì 8.

Çàäà÷à 7. Äàíà âûáîðêà îáúåìà n èç íîðìàëüíîé ãåíå-
ðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè X. Òðåáóåòñÿ: 1) ïîñòðîèòü âàðè-
àöèîííûé ðÿä; 2) ïîñòðîèòü ãèñòîãðàììó è ïîëèãîí ÷à-
ñòîò; 3) ïîñòðîèòü ãðàôèê âûáîðî÷íîé ôóíêöèè ðàñïðåäå-
ëåíèÿ; 4) íàéòè âûáîðî÷íîå ñðåäíåå, âûáîðî÷íóþ äèñïåð-
ñèþ, íåñìåùåííóþ âûáîðî÷íóþ îöåíêó äèñïåðñèè, âûáî-
ðî÷íóþ ìîäó, âûáîðî÷íóþ ìåäèàíó; 5) íàéòè äîâåðèòåëü-
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íûé èíòåðâàë äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ.

86 82 84 84 82 84 84 89 88 79,
84 84 82 88 81 79 86 88 87 84,
84 82 86 84 84 81 84 81 82 84,
86 83 80 83 84 84 88 83 81 81,
84 84 83 84 84 84 82 84 80 82.

Çàäà÷à 8. Ïî êîððåëÿöèîííîé òàáëèöå íàéòè âûáîðî÷íîå
óðàâíåíèå y − ȳ = r s̄y

s̄x
(x− x̄) ïðÿìîé ðåãðåññèé Y íà X.

Y X nY

15 15 20 25 30 35
6 4 2 6
12 6 2 8
18 5 40 5 50
24 2 8 7 17
30 4 7 8 19
nX 4 8 9 52 19 8 n = 100

ÂÀÐÈÀÍÒ �5

Çàäà÷à 1. Â çàëå 50 ìåñò. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî èç 10
÷åëîâåê 5 çàéìóò îïðåäåë¼ííûå ìåñòà, åñëè ìåñòà çàíèìà-
þòñÿ èìè ñëó÷àéíûì îáðàçîì.

Çàäà÷à 2. Âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ ïðè êàæäîì âûñòðåëå
ðàâíà 0,4. Íàéòè âåðîÿòíîñòü ðàçðóøåíèÿ îáúåêòà, åñëè äëÿ
ýòîãî íåîáõîäèìî íå ìåíåå òðåõ ïîïàäàíèé, à ñäåëàíî 15 âû-
ñòðåëîâ.

Çàäà÷à 3. Äàí ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X:

xi -2 -1 0 1 2 3

pi 0,1 0,15 0,25 0,25 0,15 0,1
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Íàéòè P (X < −1), P (X > 2), P (−1 6 X 6 2). Íàéòè
MX, DX, σX . Ïîñòðîèòü ãðàôèê ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ.
Ïîñòðîèòü ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ è íàéòè MY , DY äëÿ ñëó-
÷àéíîé âåëè÷èíû Y = 2X + 3.

Çàäà÷à 4. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî áàñêåòáîëèñò ïðè áðîñêå
ïîïàäàåò â êîðçèíó, ðàâíà 0,1. Îïðåäåëèòü âåðîÿòíîñòü òî-
ãî, ÷òî ñäåëàâ 9 áðîñêîâ, îí 4 ðàçà ïîïàäåò.

Çàäà÷à 5. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X çàäàíà ïëîòíîñòüþ ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ

f(x) =

{
0, |x| > π

6
A cos 3x, x 6 π

6
.

Îïðåäåëèòü: 1) ïàðàìåòð A; 2) ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ
F (x); 3) MX, DX, σX . Ïîñòðîèòü ãðàôèêè f(x) è F (x).

Çàäà÷à 6. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X ðàñïðåäåëåíà ïî íîðìàëü-
íîìó çàêîíó ñ ïàðàìåòðàìè m = 15 è σ = 2. Íàéòè: 1) âåðî-
ÿòíîñòü òîãî, ÷òî X ïðèìåò çíà÷åíèå, ïðèíàäëåæàùåå èí-
òåðâàëó (16, 25); 2) âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî |X −m| îêàæåòñÿ
ìåíüøå, ÷åì 4.

Çàäà÷à 7. Äàíà âûáîðêà îáúåìà n èç íîðìàëüíîé ãåíå-
ðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè X. Òðåáóåòñÿ: 1) ïîñòðîèòü âàðè-
àöèîííûé ðÿä; 2) ïîñòðîèòü ãèñòîãðàììó è ïîëèãîí ÷à-
ñòîò; 3) ïîñòðîèòü ãðàôèê âûáîðî÷íîé ôóíêöèè ðàñïðåäå-
ëåíèÿ; 4) íàéòè âûáîðî÷íîå ñðåäíåå, âûáîðî÷íóþ äèñïåð-
ñèþ, íåñìåùåííóþ âûáîðî÷íóþ îöåíêó äèñïåðñèè, âûáî-
ðî÷íóþ ìîäó, âûáîðî÷íóþ ìåäèàíó; 5) íàéòè äîâåðèòåëü-
íûé èíòåðâàë äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ.
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202 210 210 202 186 195 195 186 186 202,
202 186 195 202 195 186 202 195 179 195,
159 195 195 195 186 210 195 174 186 202,
210 222 195 186 179 195 195 179 186 202,
202 195 195 195 210 202 195 179 195 183.

Çàäà÷à 8. Ïî êîððåëÿöèîííîé òàáëèöå íàéòè âûáîðî÷íîå
óðàâíåíèå y − ȳ = r s̄y

s̄x
(x− x̄) ïðÿìîé ðåãðåññèé Y íà X.

Y X nY

5 10 15 20 25 30
20 1 5 6
30 5 3 8
40 9 40 2 51
50 4 11 6 21
60 4 7 3 14
nX 1 10 16 55 15 3 n = 100
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